Les fonctions en premiére L

Définition d'une fonction numérique de la variableréelle

Définir une fonctionf sur I'ensemble’; O R , c'est donner un procédé, qui a chaque nombre
réelx%; , fait correspondre un nombre réel unique ritequi est I'image de& par la fonctiorf.

Une fonction f:% — R
X~ y=f(x)

est déterminée par :

» Lavariable x et sonmagef(x).

 L’association reliank a f(x). Pour les fonctions numériques de la variable réelle, dlisla
plupart du temps d'une formule de calcul.

* L'ensemble de définition def : C'est la partie/; de R qui contient tous les réelspour les-
quelsf(x) existe.

Sif est la fonction « carré ». Elle définie Rrpar la formulef (x)= x2.

3 a pour image (3]=3*=9

—3 a pour imagef (—3)=(—3*=9

On remarque que 3 et3 ont la méme image par la fonctidnC’est normal, car deux nombres oppo-
seés ont le méme carre !

On dit alors que 9 a poantécédentdes nombres 3 et 3.

De méme :

0 a un seul antécédent : 0

—2 n'a pas d’antécédent, car aucun nombre négaptneétre le carré d’'un nombre réel.

De facon générale
Dire quex est I'antécédent deparf, c’est dire qug est I'image de parf, c’est a dire que/ = f (x).

Remargues
Tout réelx appartenant a 'ensemble de définition d’une famct posséde une image unigige).

Mais, réciproguement, un réel peut posséder awsugeul ou plusieurs antécédents par la fondtion
Trouver les antécédents d’un régbar la fonctiorf, c’est résoudre I'équationy = f (x) olix est I'in-
connue.

Représentation graphique d'une fonction dans un regre

Si f est une fonction définie sur son ensemble de définitipnla représentation graphique de la fonc-

tionf dans le reperfO ;i ; j) est I'ensemble des points de coordonn#&ey) ouxd%; ety = f (x).

:',g- 3

En résumeé:

Si f est une fonction définie suw: a pour re-
présentation graphique la courge ,alors, pour
toutx%;, on a :

e

. i M#¢; équivauta M (x; f (x).

Remarque
La représentation graphique de la fonctfatans un repére est souvent appelésourbe re-

présentative de la fonction $ et méme parfois €ourbe de f» y compris dans les cas ou la représen-
tation graphique deest une droite ou une ligne brisée formée de setgndendroites.
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Lecture graphique des images et des antécédents.U&dions et inéquations.
Si f est une fonction définie su¥s et a pour représentation graphique la courhedans le repére
(0:7:]), ona:

* L'imagef(a) du réel &% par la fonctionf, es
l'ordonnée du pointA d'abscissea de la courb : i i
¢: représentative de

Réciproquement:

« Un antécédent dacR par la fonctiorf (s'il existe), est un nombrel%; tel que f (x)=a,
c'est donc l'abscisse de I'un des points de lbedr dont I'ordonnée est.

« Les solutions de I'équatioh (x)= a sont les antécédents du nombrelR par la fonctiorf.
Pour déterminer graphiquement les solutions de cette iéguah cherche les abscisses des points
communs la courb@; et la droite d’équatiory =a.
« Les solutions de l'inéquatiofi (x]< a sont les antécédents par la fonctiotes nombres inférieurs
ou égaux @. Ce sont les abscisses des pointgdeont les ordonnées sont inférieures ou égades a

L'ensemble de définition de la fonctidnest|—4 ; 7).
La courbe?; est la représentation graphique fddans le repére0 ;i ; j).

AN kil
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« L’équation f (x)=2,E a une unique solution sur4 ;7| car un seul point d&; a pour ordonnée
2,5 : il s’agit du point qui a pour abscisse enwire3,3.

La solution cherchée est dores —3,2. Le nombre 2,5 a un seul antécédent qui est anvi®) 2.

» L'équation f (x) =1 a trois solutions car il y a trois points @& qui ont pour ordonnée 1 : les points
d’abscisses-2 ; 1,5 et 5.

L'ensemble des solutions est? ; 1,5 ; 5}. Le nombre 1 possede trois antécéden®s:1,5; 5..

« L’équation f (x)=—3 n’a pas de solution car la courlg n’a pas de point ayant 3 pour ordon-
née. Le nombre-3 n'a pas d'antécédents.

* Les équationsf (x)=2 et f (x)=—1;5 ont chacune deux solutions. Les nombres 2-dt£ ont
chacun deux antécédents.

« L'inéquation f (x]>1 a pour ensemble de solutioﬁ]s4 ;—2}U{1,5 ; 5} car tous les points de la
courbe ayant une ordonnée supérieure ou égale a 1 ont lazissdappartenant a la réunion des deux
intervalles|—4 ;— 2| et[1,5; 5.

« L'inéquation f (x)<1 a pour ensemble de squtiodsZ ; 1,5[U]5;7} car tous les points de la
courbe ayant une ordonnée inférieure a 1 ont leur abscigsatapant a la réunion des deux inter-
valles|-2;1,5 et]5;7.
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Lecture graphique des solutions d'équations et d'iBquations en présence de deux fonctions.

Résoudre graphiquement I'équatidn x)=g (x) c’est trouver les abscisses des points d’intersection
des représentations graphig&ésle la fonctionf et¢, de la fonctiong.

Résoudre graphiquement I'inéquatidn x) < g [ X) c’est trouver les abscisses des pointsdisitués

en dessous dé, .

Dans le repére ci-dessous, on a tracé les représentatiapisigmes de deux fonctionset g définies
sur lintervalle[—4 ; 5/.

b

hd N/
ANEERD.S

PARNDARN

Les solutions de I'équatioff (x)=g(x) sont les abscisses des points d’intersectiofdet ¢y:1lya
donc deux solutionsx =—2 ou x = 2.

Les solutions de I'inéquatiorf (x)<g(x) sont les abscisses des points#iesitués en dessous (ou
sur) ¢, : L'ensemble des solutions est donc I'interv[aHé ; 2].

Sens de variation d'une fonction

La fonctionf doit étre définie sur umtervallel delR (qui peut bien sir éti& en entier).

« f est croissante sur l'intervallsignifie:
Pour toutac | etbel tels quea<b , alorsonaif (a)<f (b).
C'est a dire que les images de deux réels quelconques sapdeardans le méme ordre que ces deux
réels.
* f est strictement croissante sur l'intervalggnifie:
Pour toutac | etbel tels quea<b , alorsonaf (a)<f (b).

« f est décroissante sur l'intervallsignifie:
Pour toutac | etbel tels quea<b ,alorsonaf (a)> f (b).
C'est a dire que les images de deux réels quelconques soypdeardans I'ordre inverse de ces deux
réels.
« f est strictement décroissante sur l'intervhlignifie:
Pour toutac | etbel tels quea<b , alorsonaf (a)> f (b).

« f est constante sur l'intervallesignifie:
Pour toutae | etbel ,ona:f (a)=f (b

« Une fonction est appeléaonotone sur un intervalle lorsqu'elle est croissante sur
| ou bien décroissante sur I.

est décroissante sur ;0] . Elle est donc monotone s ;+ «o| et sur |-oo; 0| , mais pas sur la
réunion de ces deux intervalles.

Etudier les variations d'une fonction, c'est détermineritgéervalles de monotonie, c'est a dire les

intervalles sur lesquels la fonction est monotone. Leslosians de cette enquéte sont resumées dans
le tableau des variations de la fonction.
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X —o 0 + 00

=
Variations def \ /
=0

Extremum : Maximum - Minimum
Sif est une fonction définie sur un intervalie

« S'il existeae | tel que, pour toutxe | , on ait: f (x]<f (a), on dit quef(a) est le maxi-
mum def surl ou quef admet un maximum sdiren x = a.

« S'il existe ac | tel que, pour toutxe |, on ait: f (x)> f (a) , on dit quef(a) est le mini-
mum def surl ou quef admet un minimum suren x = a.

La fonctionf estdéfinie sur|0 ; 1] par f (x]=3—x. Sur[0; 1] f a pour minimum :f (1)=2
et pour maximum f (0)=3. En effet pour touxe|0;1] ,ona:2<f (x)<3.

La fonctiong définie surlR par g (x)= x*> a pour minimumg (0) =0 car pour tout € R, on a:
g (x)= 0, mais n'a pas de maximum g8,

Fonctions affines

Définition
Une fonction affind est définie surR par f (x)=mx+ p olmetp sont des réels donnés.
Représentation graphique

Dans un repére( O,i,]), la représentation graphique d’'une fonction affine défisur R par
f (x)=mx+ p est la droite’ d'équationy =mx+ p d'ordonnée a l'originep= f (0

Propriété caractéristigue des fonctions affines

f est une fonction affine si et seulement si, quels|que
f(b)—f(a)
————= est constant.
b—a

f(b)-f(a)
b

soient les réela etb,

Plus précisément, sf (x)=mx+ p, alors, ce nombre constam= est lecoefficient

directeurde la droiteZ représentative de la fonctién

Fonctions affines particulieres

* Si p=0, la fonction f définie parf (x)=mx estlinéaire.
Dans ce cafx) est proportionnek (m est le coefficient de proportionnalité).
Les graphiques des fonctions linéaires sont des droitepagsgent par l'origine du repére . Elles ont
pour équationy =mx.

« Sim=0, la fonction f définie paf (X = p estconstante
Les graphigues des fonctions constantes sont des droitaléfes a I'axe des abscisses . Elles ont
pour équationy = p.

Sens de variation

f étant une fonction affine de coefficient directeur
* Si m> 0, la fonctionf est strictement croissante srir
* Si m<Q, la fonctionf est strictement décroissante fur
* Si m=0, la fonctionf est constante sSiR.
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Etude d'un exemple de synthése:

Une personne souhaite louer un véhicule pendant une serfidigsite entre un véhicule « Essence »

ou un vehicule « Diesel ».
Le colt d'utilisation du véhicule pendant cette semainecestposé du prix fixe de la location et du

co(t du carburant qui lui, dépend du nombre deniélives parcourus.
Le graphique ci-dessous donne le colt d'utilisation (emprien €) en fonction du nombre de cen-

taines de kilométres pour un véhicule « Diesel ».
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Co(t d'utilisation en euros
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260
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centaines de kilométres

Par lecture graphique, un trajet de 600 km colte environ & €& point d'abscisse 6 (600km) de la
courbe (droite) a pour ordonnée 315 environ.

Les points étant alignés, on peut en déduire que la foncdprésentée ci-dessus est affine. Sa for-
mule est de la formef (x]=mx+ p avec pour ordonnée a l'origing= f (0)=28C. Son coefficient

f (10— f (0] 34C—28C -
o0 - 10 =6. La formule est doncf (x)=6 x+ 28C.

directeurm=

Pour un véhicule « Essence », le prix de la looghiour une semaine est de 250 €.

La consommation de ce carburant est de 7 litressdiece pour 100 kilométres parcourus.

Le prix de I'essence est de 1,30 € par litre. On a donc un coltadourant de7 x1,3C€ =9,1C€
tous les 100 km.

On appelleg la fonction qui, au nombrex de centaines de kilométres parcourus par un véhicule
« Essence », associe le co(t d'utilisatignx) en €. On ag (0] =25C auquel on additionne tous les
100 km la somme de 9,10 €, soit apresentaines de kmd,1 x. On obtient donc la fonction affine :
g(x)=9,1x+25C.

Le raisonnement général ci-dessus est confirmépgableau de valeurs:

centaines de

. - o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| 11 12 13 14 15
kilometres

Coat d'utilisatior

en euros 250| 259,1] 268,2 277, 286(4 299,5 304,6 3138,7 322,8 3B1,9 |380,1| 359,2 368, 377,4 386|5

Complétons le graphique avec celui de la fonction
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On voit que le graphique dg est en dessous de celui dgoour les nombres compris entre Oa&bu
a~ 6,7 est I'abscisse du point d'intersection des deux droitagseptatives dd et de g. Donc pour
x<a, ona:g(x) < f (x). Conclusion: si la personne parcours moins de 670 km enviirarintérét a

louer la voiture a essence. On peut trouver la valeur exaetaainbre a en résolvant I'équation

f (x)=g(x), c'est a direb x +28C=9,1 x+ 25C. On obtient:3,1 x=3C. D'ou: x:%~ 9,68
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