Nombre dérivé - Fonction dérivée - tangente a une ¢ ourbe

f est une fonction définie sur un intervalleLa courbe(C) ci-dessous est la représentation graphigue de
f dans un repére orthonorm@ ;i ;7).
M etN sont deux points di€) d'abscisses respectives | etx=a+hel ol heR’.
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M etN ont donc pour coordonnédst (a; f (a)) et N (x; f (x)) c'esta direN (a+h; f (a+h)).
AR X—a _ h
On a donc: MN (f (x)— f (a))_( f (ath)— f (a))
La droite(MN) sécante &C) a donc pour coefficient directeur:
_f(x)—f(a)_f(ath)-f(a)

X—a h
Si la courbgC) posséde el une tangente de coefficient directeualors :
lorsque le poiniN se rapproche dbl, c'est a dire lorsque tend versa, ou, ce qui revient au méme, lorsghe
tend vers 0, les sécani@dN) vont atteindre une position limite qui est celéeld tangent@VP) enM a(C).
Ceci peut alors se traduire a l'aide des coeffisidirecteurs par:

im | %) f(a)}:d clestadire: Iim [f<a+hr)1_f(a)]:d '
im — h—0
On a donc:lim flath)- (a)_d =0.
h—0 h
Si nous appelong, la fonction définie pouh=#0 eta+hel par: ¢(h)= f<a+hr:_ : <a)_d ’
ona: M [ @(h)I=0 et (h)=f (a+h)— f (a)— dh, ce qui sécrit ausst (a+ h)= f (a]+dh+he (h).

h—-0
Réciproquement, s'il existe un ré&kkt une fonctionp telle que, pour touh#0 et a+ hel, on ait:

f (a+h=f (a]+dh+he (h] avec M [@(N)]=0

f(a+h)—f(a) —d et donc quelim
h h=0

[f(a+h)—f(a)}:d

on en déduit quetp(h)= h
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Ceci nous permet donc de donner les trois défmsdguivalentes

Définition 1
Sif est une fonction définie sur un intervdllet siac .
Lorsqu'il existe un nombre réeltel que, pour tout réél proche de 0, on ait:

lim
h—-0

f(at+h)—f(a)|_
o)

On dit que la fonctiof est dérivable ea et qued = f ' (a) est le nombre dérivé dena.

Définition 2
Sif est une fonction définie sur un intervdllet siae|l.
Lorsqu'il existe un nombre régtel que, pour tout réete | et proche de, on ait:

lim [M]Zd
X—a a

On dit que la fonctiomest dérivable ea et qued = f ' (a) est le nombre dérivé dena.

Définition 3 (Cette définition n'est plus explicitement au pragnme des classes de lycée)
Sif est une fonction définie sur un intervdllet siac | .
Lorsqu'il existe un nombre réel et une fonctiong, tels que, pour tout rédi proche de 0, on ait:
f (a+hl=f (a)+dh+he (h] avec M [@(N)]=0
On dit que la fonctiof est dérivable ea et qued = f ' (a) est le nombre dérivé dena.

Fonction dérivable sur un intervalle I. Fonction déivée d'une fonction dérivable sur |

On dit quef est dérivable sur un intervalldorsqu'elle est dérivable en tout pointlde
Lorsquef est dérivable sur un intervalle la fonction qui a toutx €| associe le nombre dérivé den x est

. . e . e df
appelédonction dérivée def sur|. Cette fonction est notée' ou ol

Remarques sur les notations et méthode pratiguéssiences expérimentales.

Les physiciens expriment la différen¢e= x —a par la le symboleA x (accroissement de la variabte
au voisinage du poird) et la différencef (x)— f (a) par A y ( accroissement correspondant entre les images
dex et dea qu'ils assimilent aux ordonnégs

Avec ces notations, ils écrivent alors au voisindge: lim l—y]: f'(a).

Ax—0 4x
En notant ¥ la fonction 'f*, la fonction dérivée dg sera notéey :d_;/ .
La notationf ' (x] est due &ewton et la notation dlfferentlelled—z était utilisée pakeibniz.

Une autre méthode est aussi assez souvent utilisées pamnysigipns, chimistes, biologistes, écono-
mistes, démographes et autres sociologues ou psycholpguesiéterminer le nombre dérivé en un paant
) | f(a+h)—f(a—h)
lIs évaluent : lim .
h—0 2h
Lorsque la fonction est dérivable enon obtient ainsi le nombre dérivé, maésréciproque est faussecar
cette limite peut fort bien exister sans que lafimm soit dérivable ea.
Des contre-exemples peuvent étre trouvés a I'aide de famctiont le graphique présentent un point anguleux
ena: voir par exemple la fonction définie sRrpar f (x)=|x*—1| ena=1.
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Interprétation graphigue du nombre dérivé.

Sif est une fonction définie sur un intervdll&i a€ | et sif est dérivable exx = a, alors :
La courbe représentative degposséde une tangente au poMt(a; f (a)| et le coefficient directeur de cette
tangente est le nombre déri¥é (a) de la fonctiorf enx =a.

Si le graphique dé ne possede pas de tangente au pbird’abscissex = a, alors la fonctiornf n’est
pas dérivable ea. C’est le cas de la fonction valeur absoluexer0.

Le graphique d’une fonction peut fort bien posséder uneeatggen un point sans que la fonction soit
dérivable en ce point : il suffit que le coefficient diregtade cette tangente n’existe pas (tangente parallele a
I'axe des ordonnées). C'est le cas de la fonctwime carrée er=0.

Equation de la tangente & une courbe

Si fonctionf est dérivable em, la tangentéMP) & la courbgC) enM d'abscisse = a existe.

Elle a pour coefficient directeun= f ' (a).

Son équation est donc de la formg=mx+ p, ol m= f ' (a) et son ordonnée a l'originepeut étre calculée.
Il suffit d'écrire qugMP) passe paM (a; f (a)).

On adonc:f (aj]=f ' (a)xa+ p. Cecidonne:p=f (a]—af ' (a].

Donc:y=f '(a]x+ f (aJ]—af ' (a) que I'on écrit souvent sous l'une des formes, fiakties a retenir:

y=[f"'(a)](x—a)+f (a) ou y—f(a)=[f"(a)](x—a).
Approximation affine de f au voisinage dex = a

D’aprés ce que nous venons de voir, la tangéMB) & la courbg(C) en M est la représentation gra-
phique de la fonction affing définie surR par :g(x)=f (a]+(x—a) f ' (a).

Montrons que cette fonction affine est une appratiom de la fonctiorfi lorsquex est proche de. :
En effet, l'ordonnée du poiftd'abscissexc=a+h est:g (x)=[f ' (a]|(x—a)+ f (a].
que I'on peut écrireg (a+h)=f ' (aj(a+h—a)+ f (a), c'est a direg (a+h)=f (a)+hf ' (a).

Or, f (a+h)=f (aJ+hf'(a)+he (h] avec LiTO [ @(h)]=0 , d'aprés la définition 3.

On en déduit qudgrsque h est voisin de zéro, on af (a+h)~ f (a)+hf ' (a).

On peut donc conclure que, lorsguest voisin de a : la fonction affineg: x~ f(a)+ f'(a) (x—a)
est une approximation de la fonctidn x ~ f (x).
On peut méme montrer (admis ici), que c'est lalea® approximation affine deau voisinage de.

Cette approximation revient a assimiler la courbe reptésier def a sa tangente au voisinage du point
de contact.

Remarques concernant les distances

Au voisinage deM, la courbg(C) et la tangent¢MP) sont d'autant plus proches qu'on se rapproche du phint
La cause de ceci est que la distaP®é=|h ¢ (h|| a pour limite 0 lorsquk tend vers 0.

Mieux encore, j'attire votre attention sur la requar suivante:

Lorsqueh tend vers 0, la distanc®P =|hf ' (a)| a aussi pour limite 0, mais,a—gzlf '(a)| resteconstante

alors que ;—g:|(p(h)| a pour limite 0, c'est a dire que, mis a part le cas d'une tdedgeorizontale ou
f ' (a]=0, la distancePN se rapproche de 0 beaucoup plus vite que la dist@ieon dit parfois quePN est
"négligeablé par rapport &P au voisinage d& = a.

Dérivée a droite, dérivée a gauche
Définitions analogues au cas général, en rempldigaité par limite a gauche ou par limite a droite.
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