Approximation d’'une courbe par la méthode d’Euler.

Probléme :

f est une fonction définie sur un intervalle J. ket y,IR.
On cherche une fonction F, dérivable sur I, telle §'(x) = f(x) pour tout Xl et F(%) = Yo.

Ce probleme sera posé en d’autres termes en ¢tagseale S :
Déterminer la primitive F de f sur | telle que §(* Yo.
Résoudre sur | I'équation différentielle F’ =vfez la condition initiale : FGY = yo.

Lorsqu’on ne peut trouver une formule explicite pb(x), la méthode d’Euler permet de tracer uneloe@approchée de
celle de F.

Propriété utilisée:
Si F est une fonction dérivable sur un intervak %OI.,
Alors, pour tout réel h non nul et proche de (jted %+ hCl, on a : F( + h)= F(x) + h F'(X).
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Principe de la méthode :

On place le point M(Xo; Yo) qui est un point exact de la courbe inconnued¢lr .

On choisit un réel h non nul, trés proche de 0.

Onpose:x=x+h,%=x+h, .., %=X%1+h(pash)

On calcule, a l'aide de la propriété citée plusthaoe valeur approchée ge F(x) , . de F(%) , , Y de F(x).

F étant dérivable enyxon a donc : Fot h)= F(x) + h F'(x) c’estadire : F@ = yo + h f(x).
En posant : y=y, + h f(x5) ,on obtient : F(¥ = yi.

F étant dérivable enyx on a donc : F h)= F(x) + h F'(x) c’est a dire : F} =y + h f(xy).
En posant : y=y;+ h f(xy) , on obtient : F(¥ = y..

Et ainsi de suite ...
On place ensuite les pointsi M ; 1) , Ma(X2; ¥2) 4 ---, Ma(Xn; Vi)-
Pour h tres proche de 0, la courbe constituéeatgaents [MM4] , [M1M] , ..., [M,.1M.] approche la courbe exacte (C)

de F. Plus h est proche de 0, plus cette approximast bonne.
Cette courbe formée de segments de droite, esptésentation graphique d’une fonction affine pgerivalles.
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Exemple 1:

Utilisons un tableur pour tracer une courbe appgedcur I'intervalle [0 ; 3] de la fonction F dénsurR par :

F(x)=

1 5 avec la condition initiale : F(0) = O.
1+x

La suite des points Mxn; Yn) @ pour coordonnées :
X, =0 et x,=x,,+h
Yo=0 ety =y +—h
0o~ n~ JYn-1 2
1+(Xn - 1)
Calculs a 'aide du tableur d’Open Office ou Excel
Sur la premiere ligne, entrer les valeurs inigale
Sur la seconde ligne, écrire les formules ci-dessuutilisant la référence des cellules concernées
Etendre ces formules vers le bas a l'aide deilgnge de recopie, jusqu’a faire afficher la valiéuale 3 pour x.
Ici la solution F est connue (étudiée a bac +l¢st la fonction « arctangente » , noaéan par les tableurs et
tan™* par la plupart des calculatrices scientifiques.p@at donc calculer I'ordonnée exacte des poirdbstisse x
(colonne arctangy) , I'erreur absolue et I'erreur relative ( en ¥ommise dans I'approximation.
Les formules apparaissent dans la copie d’écraessous :

A | B | C | D | E | F

1 Pas h: 0,1
5 n XN y Arctan{x ], | Erreur .El'.re _ur

n n absolue | relative
3 ] ] 0 =ATAMED ] 0,00%
4 =A3+1 =B3+E51 =CI+BEN+B3 =ATAMEBE4)  =D4-C4 =E4/C4
5 =A4+1 =B4+B51 =CA+BF1/(1+B4%2) =ATANBR) =D5-C5 =E&/CH
G =A5+1 =B5+B51 =CE+BF1/(1+B5%2) =ATAN(BR) =DB-CG =ER/ChH
7 =AR+1 =BE+B51 =CE+BF1/{1+B62) =ATANEN  =D7-C7 =E7/CY
8 =A7+1 =B7+E51 =C7 BRI +B74) =ATAMBR)  =D8-C8 =EB/CH
9 =A8+1 =B8+E51 =CE+BH11+B82) =ATAMED) =D3-C9 =E&/C8
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Le fichier classeur open office correspondantéséthargeable sur mon site. Le lien est :
http://math.sicard.free.fr/1S/derivation/arctan.ods

Exemple 2:

Utilisons un tableur pour tracer une courbe appgectur I'intervalle [0 ; 2] de la fonction F défingurR par :
F(x) =F(x) avec la condition initiale : F(0) = 1.

La suite des points Mx,; ¥») @ pour coordonnées :
Xo=0et X, =X, ,+h
Yo=let ¥=VYop1+h Vo .

Calculs a l'aide du tableur d’Open Office ou Excel
Sur la premiere ligne, entrer les valeurs inigale
Sur la seconde ligne, écrire les formules ci-degsuutilisant la référence des cellules concernées
Etendre ces formules vers le bas a I'aide de ignge de recopie, jusqu’a faire afficher la valtéuale 2 pour x.
Ici la solution F est connue (étudiée en TS) stcla fonction « exponentielle » , not®e par le tableur et‘gar
les calculatrices scientifiques. On peut donc dafdibrdonnée exacte des points d’absciss@alonne exp(y) et
I'erreur relative commise dans I'approximation.
Les formules apparaissent dans la copie d’écraessous :

4 | B | E | D e F |
FPas h: 0,1
n xn In Exp(!;] Erreur Erreur

absolue relative
1] 1] 1 =EXF(E3) 1] 0,00%
=A3+1 =B3+B§1 =CI+BHITCI =EXP(B4) =D4-C4 =E4sC4
=A4+1 =B4+B§1 =C4+B51"C4 =EXP(BS) =D5-C5 =E&/C5
=A5+1 =B5+B§1 =CHE+BH1"CE =EXP(BR) =DB-CH =EE/CH
=AG+1 =BG+B§1 =CE+B$1"CE  =EXP(BE7) =D7-C7 =E7/CT
=A7+1 =B7+B§1 =C7+B%1*°CY  =EXP(B3) =D3-C3 =EB/Ca
=A5+1 =B3+B4§1 =CE+B%1*CE  =E<XP(BM  =D9-CY =ES/Co

Le fichier classeur open office correspondanté&géthargeable sur mon site. Le lien est :
http://math.sicard.free.fr/1S/derivation/exp.ods

Exemple 3:

Utilisons un tableur pour tracer une courbe appgectur l'intervalle [1 ; 4] de la fonction F défrsurR” par :

F'(X) =/x avec la condition initiale : F(1) %

La suite des points Mx.; y,) a pour coordonnées :
Xo=1 et X,=X, ,+h

2
yozg et ynzyn—l+h\lxn—l

Calculs a l'aide du tableur d’Open Office ou Excel
Sur la premiere ligne, entrer les valeurs inigale
Sur la seconde ligne, écrire les formules ci-dessuutilisant la référence des cellules concernées
Etendre ces formules vers le bas a l'aide de ignge de recopie, jusqu’a faire afficher la valiéale 4 pour x.

Ici la solution F est connue. Vous pouvez vériéiarla dérivant qué(x) ZEX& . On peut donc calculer

I'ordonnée exacte des points d’abscissécrlonne F(¥) , I'erreur absolue et I'erreur relative ( en ¥ommise dans
I'approximation.
Les formules apparaissent dans la copie d’écraessous :
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Erreur Erreur

n xn !':1 FLX"A} ahsolue | relative
] 1 =23 =[23"BIRACINE(ES) 0 0,00%
=43+ =B3+B51 =C3+BRRACINEBD) =2ATBATEACINE(BA)  =D4-C4 =E4/D4
=A4+1 =B4+E51 =C4+BE1T*RACINE(BL) =2/ATES*RACINE(ES)  =D5-Ch =E5/D5
=A5+1 =BA+E51 =C5+BH1"RACIMNEBS) =(Z2ABEEACINEBR)  =0DB-Ch =ER/DB
=AF+1 =BE+E51 =CE+BR1"RACIMNEBR) =AETRACINEET =07-CF =E7/D7
=A7+1 =B7+B51 =C7+BR 1 HACINEET =(Z2ArBETHACINEBR)  =0B-CH =Eg/D8
=AF+1 =BE+B51 =CE+BEF 1T RACINERD =(2E B RACINEBD

=[09-cy =ES/0Y

Le fichier classeur open office correspondantéséthargeable sur mon site. Le lien est :
http://math.sicard.free.fr/1S/derivation/racine.ods

Exemple 4:

Utilisons un tableur pour tracer une courbe appéectur I'intervalle [1 ; 3] de la fonction F défrsurR™ par :

F'(x) -1 avec la condition initiale : F(1) =0
X

La suite des points MXx; y,) a pour coordonnées :
Xo=1let X, =X, ,+h

Yo=0et y=yq1+

n-1

Calculs a 'aide du tableur d’Open Office ou Excel
Sur la premiére ligne, entrer les valeurs inigale
Sur la seconde ligne, écrire les formules ci-dessuutilisant la référence des cellules concernées
Etendre ces formules vers le bas a l'aide de ignge de recopie, jusqu’a faire afficher la valale 3 pour x.
Ici la solution F est connue (étudiée en TS) sttla fonction « logarithme népérien » , ndiéear le tableur et
les calculatrices scientifiques. On peut donc datdiordonnée exacte des points d’absciss@Ealonne In(x)) et I'erreur
relative commise dans I'approximation.
Les formules apparaissent dans la copie d’écralessous :

A | B | E I D e 5
L Pas h: 0.1

Erreur Erreur

i n An Iﬂ Lﬂ%:' absolue | relative
L 1 1 ] =LM{EF ] 0,00%
4 =A3+1 =B3+E51 =C3+B51™/4B3) =LNiB4)  =D4-C4 =E4/04
L5 | =A4+1 =B4+E51 =C4+B51™1/(B4) =LNiBS)  =D5-C5 =E5/D5
LB =A54+1 =BA+E51 =C5+B31™1/(B5) =LNiBB) =DB&-CE =ER/DF
LE =AF+1 =BE+E5%1 =CE+B%1™1./(BE) =LNETy  =D7-C7 =E7/D7
8 =A7F+1 =B7+B5%1 =C¥+BE1™MABET =Ln(ES)  =D3-C8 =ER/D3
7 =AF+1 =BE+B51 =C3+B%1™1/(BE) =LM(BS)  =09-C8 =E9/0Y

Le fichier classeur open office correspondantééthargeable sur mon site. Le lien est :
http://math.sicard.free.fr/1S/derivation/In.ods
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