1%®S, Devoir & la maison n°13
Pour Lundi 3 Mai 1999.

A) Préliminaires:

Le but du probléme est de résoudre I'équation gémélu troisiéme degré: 4% bX?+ cX +d=0en
fonction des coefficients réels a, b, c et d. (Qpp®se bien slr quez0).

b
Afin de simplifier cette étude, montrer que, gracechangement d’'inconnue= X +3—, notre équa-
a

tion de départ peut s'écrire sous la formé:-axx + u = 0, ol les réels t et u sont a exprigrefonction des
coefficients a, b, c et d.

Terminer la simplification en montrant que cetjeiation est équivalente & une équation de la foxme:
+px +qg=0oup et qsont des réels.

Nous venons de démontrer que I'équation générateotsieme degré peut toujours se ramener a la
résolution d’une équation du type: & px + q = 0 ou p et g sont des coefficients ré8lest donc I'étude de ce
type d’équation simplifiée que nous allons mener!

B) Etude du probléme

) Etude de la fonction polyndme associée a I'éguan:

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =% px + q
1) Déterminer les limites de f enceret en— o,
2) Calculer f(x) Montrer que le sens de variation de f dépandigne de p.
3) Réaliser le tableau des variations de f desstes cas: p>0 , p=0 , p<O0.
4) En utilisant le sens de variation et les limitke f en +e0 et en— o, montrer que dans les trois cas, il
existe deux réels Aet B (A< B) tels que:
a) Pour tout x > B, on ait: f(x) > f(B) > 0.
b) Pour tout x < A, on ait: f(x) < f(A) < 0.

1) Etude du cas: p > Q

1) En utilisant le théoreme des valeurs intermésiasur [ A ; B ], montrer que I'équation f(x) = 0
posséde une solution unique{ A ; B ].
2) Conclure en utilisant les résultats du )4) gi&quation f(x) = 0 posséde une seule solutiatsda

lIl) Etude du cas: p = O

Procéder de fagcon analogue au Il), mais en exgtiggomment vous évacuez le problém¢0¥ = 0.
Conclure de la méme fagon, que I'équation f(x) po8séde une seule solution dans IR

IV) Etude du cas: p <0

Le tableau des variations de f montre I'existeteeleux réels et ou f(a) est un maximum local et
f(B) un minimum local.

1) Sif@) >f(B)>0
a) Montrer que I'équation f(x) = 0 n’a pas deusialn sur l'intervalle [a ; + oo [.
b) En utilisant le théoréme des valeurs interiauéels sur I'intervalle [ A o ], montrer que
I'équation f(x) = 0 posséde une solution uniqyélkA ; o ].
c¢) Conclure en utilisant les résultats du l)glle I'équation f(x) = 0 possede une seule solution
dans R

2) Sif@) <f(a) <0
a) Montrer que I'équation f(x) = 0 n'a pas deusialn sur l'intervalle - ; B ].
b) En utilisant le théoréme des valeurs interuées sur I'intervalle B ; B ], montrer que
I'équation f(x) = 0 posséde une solution uniqyélkp ; B ].
c) Conclure en utilisant les résultats du l)glle I'équation f(x) = 0 possede une seule solution
dans R



3) Si fB) < 0 < f(@)
a) En utilisant le théoreme des valeurs intermiéel sur les intervalles [ Ax;], [a ; Bl et [
B ; B ], montrer que I'équation f(x) = 0 possédeadrsolutions: ¥ O[ A; o], x O[ o ;B], x 0 B;B].
b) Conclure en utilisant les résultats du l)gt)e I'équation f(x) = 0 possede trois solutions

dans R
4) Sifo)=0
Montrer que I'équation f(x) = 0 posséde deux ohs dans R.:x=a et x[ 3 ; B].
5)Sif@)=0

Montrer que I'équation f(x) = 0 posséde deux Bohs dans R: =B et x[ A; a].

V) Synthése générale selon la valeur des coefficiem et g

Nous avons prouvé dans le V) que I'équation #) avait au moins une solution dans IR . Le laut d
cette question est de trouver a quelle conditiatapb sur les coefficients p et g, cette égquatieut gvoir une,
deux ou trois solutions dans R.

1) Montrer que I'équation f(x) = 0 a trois solut®dans IR si et seulementsip <0e) & f(B) < 0.

2) En déduire que I'équation f(x) = 0 a trois siolns dans IR si et seulement si* 4@R27¢ < 0.

3) Montrer que I'équation f(x) = 0 a deux solusatans IR si et seulement si®4p27d = 0.

4) Déduire des questions précédentes, que I'équ{i) = 0 a une solution unique dans IR si et se
lement si 4p+ 274 > 0.

VI) Recherche d'une formule pour les solutions

1) Dans le cas ou p = 0, la formule est éviddrdaedonner.
2) On suppose dans la suite du devoir qeedp
a) En posant x = u + v, montrer que I'équatiof) & 0 s'écrit:
(P+V+q)+(3uv+p) (u+v)=0

uwvi=—q

b) Montrer que si (g Vo ) est solution du systeme:

alors ¥ = U + v est solution de I'équation f(x) = 0.
c) En déduire que le probléme est résolu sid¢sincapable de résoudre le systéme:

Ju3+v3:—q 3

et donc I'équation: u? +qU —% =0.

e) Déduire de la question précédente la solutioque de I'équation f(x) = O:

2 3 3
Xzi/_ﬂ_ q_+1+i/_3+ &,
2 4 27 2 4 27

f) Si 4p + 27d = 0, montrer que la méthode précédente livre oheien sur les deux atten-
dues. A l'aide d’un exemple bien choisi, montremoaent faire pour trouver I'autre solution.

g) Si 4p + 27¢ < 0, dire pourquoi cette méthode ne permet pasodeer, avec les nombres
réels, les trois solutions attendues. Si cela peus rassurer, vous verrez en classe terminaleyeotpasser
outre. C'est d’ailleurs ce que firent les algélassttaliens du 18" siécle comme Cardan, Tartaglia, Bombelli, en
inventant les nombres qu'ils appelérent « imagasair et donnérent naissance a la théorie des nembre
complexes.




