1°® ST Devoir & la maison n° 4

Pour Mercredi 6 Novembre 1996

Préliminaire :
Dans le plan, on se donne une droite (MN) et untga
Démontrer la propriété:
{ PO(MN) } < { Il existe XJ IR tel que P soit le barycentre de (M;x) , (N1}

Probleme
ABC est un triangle. A', B' et C' sont trois peitels que: Al(BC), BO(AC) et CLO(AB).
D'aprés le préliminaire, il existe trois nombrésls a, b et ¢ tels que:
A' est le barycentre de (B,a) , (€3).
B' est le barycentre de (C,b) , (Al).
C' est le barycentre de (A,c) , (BA.

Le probléme consiste a déterminer les propriétés dembres a, b et ¢ pour que les trois points A'eBC'
soient alignés.

I) Etude des cas particuliers ou A', B', C' serasénés sur un ou plusieurs des sommets A, B ou C.

1) Montrer que cette éventualité n'est réalisghke lorsque a, b ou ¢ prennent l'une des valeats10
2) Montrer que le cas=h=c=0 et le cas: ab=c=1 excluent l'alignement des points A', B', C'.
3) Montrer que si:
[a=b=0etc1l]ou[ac=0etbl]ou[b=c=0etal]ou
[=b=1letcx0]ou[ac=letb0]ou[b=c=1etal]ou
[a=0etrletzO0etel]ou[bOetcleta0eta&l]ou[c0etal et 0 et 1 ]
on est dans la situation ou deux des trois poihtB’AC' sont confondus, et donc, I'alignementssuré!
4) Montrer que si:
[a=0etcletlx¥Oetbrl Jou[bOetaleta#0et#l]ou[ 0 et =1 et &0 et &1 ]
On obtient les trois points A', B' et C' alignés n coté du triangle.
5) Montrer que si:
[a=0etkx¥OetkxletezOet el ]ou[b=0eta0etaletc0etel]ou
[c0etlx¥OetbrletaOetal]ou[aletx0ethbl et 0 etel]ou
[b=letxOetaxletxzOetxl]ou[ el et 0 et b2l et &0 et &1 ]
l'alignement de A', B' et C' est impossible.

Tous ces cas particuliers ayant été envisagéss tiasuite du probléme, les nombres a, b et ¢ $eron
donc supposés différents de 0 et de 1.

1) Etude des cas particuliers ol I'alignement esthige, & cause du parallélisme de deux droites
C'est a dire:
1) Montrer que l'alignement des points A', B' ee§ impossible lorsque (A'B')//(AB) ou (B'C")/[(B
ou (A'C")/I(AC).
2) En déduire que, pour que A', B' et C' soieigingls, il est nécessaire d'avoir:
atbzl et brczl et eazl .

Dans la suite du probléme, on suppose donc gbesaic sont différents de 0 et de 1 et quie=4 et
b+cz1 et crazl .
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1)) 1) Montrer qug/AB,AC) est une base.
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m - m - m
2) Exprimer les vecteuB'A' et B'C' dans la baséAB,AC).
3) En déduire I'égalité:
- m - m -
(1-c)B'A-aB'C=[(1- a B(1- 3+ apd AC
4) Conclure que, lorsque a b et c sont différdet® et de 1 ett##1 et brc£l et crazl, on a:
A'B'C' alignés= (a-1)(b-1)(c-1) =abc.



