Rappels et compléments sur les fonctions

Ceci compléte le cours du livre : chapitre 1 (pages29) et les connaissances du cours de seconde.

Définition d'une fonction numérique de la variable réelle

Définir une fonctionf sur I'ensemble PD R, c'est donner un procédé, qui a chaque nomf , fait
correspondre un nombre uniquelBle notéf(x).

Une fonction f:Df - R

X~ y=f(x)
est déterminée par :
- La variablex et son imagé(x).
- La correspondance reliarta f(x). Pour les fonctions numeériques de la variable réelle, gitsla plus
souvent d'une formule de calcul.
- L'ensemble de définition die C'est la partie Pde R qui contient tous les réelspour lesqueld(x) a

une signification.

Représentation graphique d'une fonction dans un regre

Si f:Df - R
X = y="f(x)
La représentation graphique déans le repére est 'ensemble des points de cooéds & ; y)
ouxDy ety =f(x).

Reconnaitre si une courbe représente une fonctime courbe représente une fonction lorsque tous les
points de la courbe ont des abscisses différentes.
» Une droite non paralléle a I'axe des ordonnées a une équaimpeut se mettre sous la forme mx + p,
est la représentation graphique de la fonctiomeffi x » y=ax+b .
» Une droite parallele a I'axe des ordonnées a une équatianfdenmiex = q, n'est pas une représentation gra-
phique de fonction.
* Les cercles ne sont pas non plus des représargafiaphiques de fonctions.

Equation d'une courbe dans un repére

De facon générale, I'équation d’'une courbedans un repére est une égalité que vérifient les
coordonnéesX ; y) de tous les points de la coulbe
En patrticulier :

* Lorsqu'une courbe est la représentation graphique d'uraidm , on exprime I'équation de la courbe
sous la forme = f(x), ou, pour touk Dy , correspond une seule im&fge).

De plus, nous étudierons cette année les deuxactsytiers suivants :
« Equation d'une droitex + by + ¢ = 0.
« Equation d'un cercld x —a F + (y —b F=r2.

Ceci sera prouvé plus tard ....

Image et antécédents :Lecture graphique
Si f est une fonction définie surD Iimagef(x) du réelxUID; par la fonctionf, est I'ordonnée du point

M d'abscisse& de la courbe représentativ? Qef .

Réciproquement, un antécédent (s'il existepdé R par la fonctionf , est I'abscisse de I'un des points
de la courbe £dont 'ordonnée est

Les solutions de I'équatid(x) = a sont les antécédents du nomaréR par la fonctiorf.
De méme, les solutions de l'inéquatiffr) < a sont les antécédents par la fonctiotes nombres infé-
rieurs ou égaux a. Ce sont les abscisses des points geddnt les ordonnées sont inférieures ou égales au

nombrea.
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Egalité de deux fonctions
Sif etg sont deux fonctions définies sur le méme ensedbkefinition D, on écrit:
f =g pour signifier que, pour toutID, on a:f(x) = g(x)

Par exemple
Sif:R" - R etsig:]0;+[ — R
X y:l X y:i
X X

On a:f Zgcar ces deux fonctions n'ont pas le méme enserebdiéfihition.
Cependant, pour tout[]] 0 ; +oo [, on a:f(x) = g(x).
On dit alors quey est la restriction de f a l'intervalle ] 0 ; ¢o[ .

Comparaison de fonctions

Sif etg sont deux fonctions définies sur le méme ensenéfinition D, on écrit:
f <g pour signifier que, pour toxt1D, on a:f(x) <g(x)

Pourx([ 1 ; + [, on définit:f(x) = ¥ et g(x) =X  On peut donc écrire sur [ 1 jo¢[ : f <g.

Sens de variation d'une fonction

Il est nécessaire que la fonctibgoit définie sur uintervallel deR (qui peut bien sir étfB en entier).

* f est croissante sur | signifie:
Pour toutalll et bl tels quea <b, alors on af(a) <f(b)
C'est a dire que les images de deux réels quelesnde | sont rangées dans le méme ordre que grséis.
* f est strictement croissante sur | signifie:
Pour toutall et bl tels quea < b , alors on a f(a) < f(b)
« f est décroissante sur | signifie:
Pour toutall et bl tels quea <b, alors on af(a) > f(b)
C'est a dire que les images de deux réels quelesripil sont rangées dans l'ordre inverse de cesréels.
« f est strictement décroissante sur | signifie:
Pour toutalll etbll tels quea < b, alors on a f(a) > f(b)
« f est constante sur | signifie:
Pour toutalll etblll , on a :f(a) = f(b)
» Une fonction est monotone sur un intervalle |, lorsqu'efieceoissante sur | ou bien décrois-
sante sur .

Par exemple, la fonction carré n'est pas monotondRsuar elle est croissante sur [ 0 ¢+ ,mais elle est dé-
croissante surto ; 0] . Elle est donc monotone sur [ 0 o et sur ]—o ; 0], mais pas sur la réunion de ces
deux intervalles.

Etudier les variations d'une fonction, c'est détermingiéervalles de monotonie, c'est a dire les intervalles sur
lesquels la fonction est monotone. Les conclusions de eeti@éte sont résumées dans le tableau des varia-
tions de la fonction.

Maximum - Minimum
Sif est une fonction définie sur un intervalle I:

» S'il existeall tel que, pour toukll , on ait: f(x) <f(a), on dit quef(a) est le maximum désur | ou
guef admet un maximum sur | erF a.

 S'il existeall tel que, pour toukl , on ait: f(x) >f(a), on dit quef(a) est le minimum dd sur | ou
guef admet un minimum sur | en= a.
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Maximum local- Minimum local
Sif est une fonction définie sur un intervalle I

« S'il existe un intervalle J de centeetel que, pour toukdJnl , on ait: f(x) <f(a), on dit quef(a) est
un maximum local ( ou relatif ) desur I, ou qué admet un maximum local ( ou relatif ) sur ben a.

 S'il existe un intervalle J de centaetel que, pour toukJIn1, on ait: f(x) >f(a) , on dit quef(a) est
un minimum local ( ou relatif ) desur I, ou qud admet un minimum local ( ou relatif ) sur e a.

Fonction majorée, minorée, bornée
Si f est une fonction définie sur un intervalle I.

« S'il existe un rédll tel que, pour toutll , on ait:f(x) <M, on dit quef est majorée sur |.
Le nombreM est appelé un majorant €lsur .

* S'il existe un réeintel que, pour toutl , on ait:f(x) > m, on dit quef est minorée sur I.
Le nombremest appelé un minorant éisur I.

* Sif est a la fois majorée et minorée sur I, on dit foest bornée sur I.
Dans ce cas, il existe deux rébltmtels que, pour towldl , on aitm <f(x) <M

Par exemple, la fonctiorf : x~ sinx est bornée suR .
En effet, pour tout XIR, on a: -1 <sin x< 1c'est a dire quéest minorée parl et majorée pat. A noter que
I'encadrement précédent peut aussi s'édrisin x/< 1.

Fonctions paires - Fonctions impaires - Fonctionsésiodigues.

« f est paire lorsque, pour taxfD; , on a:(-x)UD; etf(-x) = f(x)
Le graphique d'une fonction paire est symétriquagaport a I'axe des ordonnées.
Par exemple:xx ~»x* est une fonction paire définie dBr.

« f est impaire lorsque, pour toxfDy , on a:(-x)LD;s etf(—x) = ~f(x)
Le graphique d'une fonction impaire est symétripaeerapport a I'origine du repere.
Par exemple:x/—»% est une fonction impaire définie dRr .

RemarqueCela nécessite qu soit symeétrique par rapport a 0.

Par exemple:xH\/? qui est définie suR™ n'est ni paire ni impaire.
« f est périodique de périodeR" lorsque, pour towt/ R , on a: f(x + T) = f(X)
Pratiguement, étant donné glie'est pas unique, on choisit le plus petit nombrstrictement positif vérifiant
cela. Par exemple, la fonctiox-sinx est périodique de périodet2
Le graphique d'une fonction périodique de périba@st invariant par la translation de vectdun

Fonctions usuelles de référence
* Fonctions affines
« Une fonction affine est du type:

f:R - R
X~ y=f(xX)=mx+p oum etp sont des réels donnés
Elle est représentée graphiquement par la dibd&quationy = mx + p
.- - f(xy)—f(xy)
La droite D a pour vecteur directeu¥ =i +m| et pour coefficient directeur le nombrm=%
2~ M

ouXx; etx, sont des réels quelconques.

» Cas_ particuliers de fonctions affines
* Sip=0, x~ f(x)=mx est une fonction linéaire.

Dans ce cad(x) est proportionnet ( mest le coefficient de proportionnalité).

Les graphiques des fonctions linéaires sont dagedrqui passent par l'origine du repére .
«Sim=0, x~ f(x)=p estune fonction constante.

Les graphiques des fonctions constantes sont désslparalléles a I'axe des abscisses.
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*Vocabhulaire et propriétés
Le nombrem est lecoefficient directeude la droiteD représentative die
- Lorsquem > 0, la fonctionf est strictement croissante dRir.
- Lorsquem < 0, la fonctionf est strictement décroissante Bur
- Lorsquem = 0, la fonctionf est constante siR. .
Lorsque le repere est orthonormé, le nonmhgappelle aussi leentede la droite.
Le nombrep est lordonnée a l'originede la droiteD: c'est I'ordonnée du point d'intersection de
D avec l'axe des ordonnées.
Deux droites sont paralléles si et seulement si elles ont@mencoefficient directeur, c'est a dire des
vecteurs directeurs colinéaires.

« La fonction valeur absoluex~| x| définie surlR , a valeurs positives ou nulles, représentée graphiquement
par les deux demi-droites d'équatiops: x pourx >0
y = X pourx <0.
C’est une fonction paire. Elle a pour minimun0|=0.
Elle est strictement décroissante st} ; 0 ] et strictement croissante sur [ Oco+.

« La fonction carré x~x* définie surlR , & valeurs positives ou nulles, représentée graphiquepaenia
parabole d'équatioly. = X2

C’est une fonction paire. Elle a pour minimunt =0

Elle est strictement décroissante st} ; 0 ] et strictement croissante sur [ Oco+.

« La fonction cube x ~ x> définie surR , & valeurs réelles, représentée graphiquement par lawridigqua-
tion:y = X.
C’est une fonction impaire. Elle est strictememissante sulR .

« La fonction racine carréx ~\'x définie surR*, & valeurs positives ou nulles, représentée graphiquepaent
la demi-parabole d'équatiorny=/x .
Elle a pour minimum ~/0 = 0. Elle est strictement croissante sur [ G -

. . 1 L - * Y 7 7 -
* La fonction inverse X/—»; définie surR™ , a valeurs non nulles, représentée graphiguement paetbgie

d'équation: y:% :

C’est une fonction impaire.
Elle est strictement décroissante strod ; O [ et strictement décroissante sur ] 0 .

« La fonctions sinus X~ sin(x) définie surR , a valeurs dans 1 ; 1], représentée graphiqguement par la
sinusoide d’'équatiopn = sin Xx.
C’est une fonction impaire et périodique de périgre

Elle est strictement croissante sur les interva, Ie%+2k7c ; %+2k7: ouk/7Z .
) . . 3 N
Elle est strictement décroissante sur les intezs I%+2kn ; 7“+2k7: ouk/7Z .

« La fonctions cosinus x ~cos( x) définie surR , a valeurs dans{1 ; 1], représentée graphiquement par la
sinusoide d’'équation = cos Xx.

C’est une fonction paire et périodique de périorde 2

Elle est strictement décroissante sur les integgdRkn ; 7 +2kn| oUk/Z .

Elle est strictement croissante sur les intervaltes+2kn ; 2kn| ouk/Z .
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Opération sur les fonctions

Il s'agit de procédés utilisés pour "combiner" les foncipafin de ramener leur étude a celles de fonctions plus
simples dont on connait déja des propriétés (pample aux fonctions usuelles de référence).

Pour simplifier, nous supposerons que les fonctions stegaant le méme ensemble de définition D. Si cela
n'est pas le cas, on peut toujours y parvenir en restreig@anénsemble de définition & leur intersection, quitte

a les renommer !

Sif etg sont définies sub, sik IR etn/IN , on a:
f +gest la fonction définie sub par( f +g )(x) = f(x) *#g(x)
f —g est la fonction définie s par( f —g )(x) = f(x) —g(x)
f g est la fonction définie s par( f g )(x) = f(x) x g(x)
k fest la fonction définie sub par( k f )(X) = kxf(x)
[F/7est la fonction définie sub par /F/(x) = [F(X)[7
Si, de plus, pour tow/ D, on af(x) >0, alors:
V' est la fonction définie sur D par/f )(x)=v f (x)
£ est la fonction définie s par(f")() = [f0)] "
Si, de plus, pour tow/D, on ag(x) z0, alors:

é est la fonction définie sub par %](XF

Sif est définie suDy etg est définie subD, et si, pour touk// Dy on af(x)./ Dg , alors:

g
go f estlafonction définie sud¢ par : (go f )(x)=g] f(x)]

Exemples:
SitfR - R etsigR > R
X~ f(x)=2x+1 X~ g(X)=x+2
Pour tout réel x , on a:
(f+g)(x)=3x+3 (f-g9)x)=x-1 (fg)X)=(2x+1) (x+2)
(5f)(X)=10x+5 OX)=[2x +1[7 (fFHX)=(2x+1)3
Pourx > —% ,ona:(V)(x)=v2x+1 Pourx # -2, on a: é](x): 2Xx:21

(ge f)(x)=g| f(x)]=(2x+1)+2=3x+3 et (fog)(x)=f[g(x)]|=2(x+2)+1=2x+5

Sens de variation de la composée de deux fonctions

Si f est définie et monotone sliet g est définie et monotone sdret si, pour touk/71 on a :f(x)/7J ,
alors:

gof est définie et monotone sr
Plus précisément,

» Sif et g ontle méme sens de variation ( toutes les deux croissantebjem toutes les deux
décroissantes ) , alorge f  est croissante slir

« si f et g ont des sens de variation différents ( I'une croissantgtydadécroissante ) go f alors est
décroissante sur

f :x~»x—1 est strictement croissante fRir.

g:x~x> est strictement croissante ®Rif et strictement décroissante fRir.

Donc :

gof: xH(x—l)2 est strictement croissante sur [ 1 ¢oH et strictement décroissante sut ¢ ; 1 ], car pour
X[ 1; 400 [,0naf(x) =x-1>0etpourx/j—o;1],o0nd(x)=x-1<0.
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