Comportement asymptotigue

NB: Les phrases écrites entre guillemets en iteigont nécessaires a la compréhension de
la notion de limite, mais sont peu utilisées dam@ratique ou I'on fait plutdét appel aux propriétés
des limites des fonctions usuelles ainsi qu’aurri@es concernant les limites et les opérations .

[) Limite en + o

Cela nécessite que la fonction soit définie suintervalle du type : [a; ¢ [ .

1) Limite infinie en + oo

e lim f(x) =+ signifie que :
X — +oo
« f(x) devient plus grand que n’importe quel nomfirg a I'avance, a condition de choisir x
suffisamment grand.. »
Ce que I'on peut aussi énoncer sous la forme :
« Pour tout réel b (aussi grand que I'on veut)nt&rvalle [ b ; +e [ contient toutes les images f(x)

lorsque x est suffisamment grand. »

d’exposant entier strictement positif , ainsi ges fonctionsx H| X | , X > /X ont pour limite +oo
lorsque x tend vers es,

e lim f(x)=-o signifie que: lim [—f(x)]:+oo
X — 400

X — +00

lorsque x tend vers es,

2) Limite finie en + o

* lim f(x)=¢ ou/OR signifie que :

X — +00
« f(x) devient aussi proche que I'on veut du nhombyé une distance fixée a I'avance aussi petite
que I'on veut, a condition de choisir x suffisamtgrand . »
Ce que 'on peut aussi énoncer sous la forme :
« Tout intervalle ouvert contenant contient toutes les images f(x) lorsque x estissuffment
grand.. »

. . - 1 1 1
Exemples Les fonctions suivantes ont pour limite 0n : x> =, Xi>—, Xi> —.
X X X
Il en est de méme pour toutes les fonctions ingedes fonctions puissances d’exposant entier
. " . 1 1
strictement positif et pour les fonctions> —, X > — .
| x| Jx

NB : Les résultats concernant les limites des fonstusuelles données dans les exemples ci-dessus
sont & connaitre par cceur.

Ceux pour lesquels la limite est O peuvent étrésat pour une limite/ OR grace au théoréme
(évident) énoncé page suivante :
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* Théoréme:

lim f(x)=¢ équivauta:lim [f(x)-¢]=0
X — to0 X - +00

Qui peut aussi s’exprimer :

lim f(x)=¢ équivauta f(x)=¢+¢ (x)oud est une fonction telle que tim ¢(x)=0
X — oo X - +00

Exemple: lim (1+1j:1 car: lim 1=O.
X — 400 X X - +00 X

Dans cet exemplef:(x) =1+1 , §(x) -1 et/=1.
X X

3) Pas de limite en +eo.

Une fonction n’a pas nécessairement de limite en. +

Exemple: X sinx n’a pas de limite en ¢ car :
La fonction sinus est bornée (majoré par 1 et néip@r—1) : elle ne peut avoir ni e, ni —co comme
limite en +co.

De plus, sur tout intervalle d’amplitudet2sin x prend toutes les valeurs réelles enfreet 1, donc,
méme pour x aussi grand que I'on veut, sin x ng geuapprocher d’aucune valeur finie & cause de

son oscillation perpétuelle entré et 1.

[I) Limite en — oo

Cela nécessite que la fonction soit définie suintervalle du type : } o ; a]
On peut énoncer des définitions analoguel awmais aussi s’y ramener, grace a la propriété :

« lim £(x) = lim [f(-x)]

« Les fonctions usuellesx x , x> x> et toutes les fonctions puissances d’exposant
impair strictement positif , ont pour limiteco lorsque x tend vers o .
« Les fonctions usuellex — x?, x — x* et toutes les fonctions puissances d’exposant pai

strictement positif , ainsi que la fonctioxn—>| X | ont pour limite+e lorsque x tend vers c.

. 1 1 1 ) . )
e Les fonctionsx— — , X B— X — et toutes les fonctions inverses des fonctions
X X X

puissances d'exposant entier strictement positifsiaque la fOﬂCtIOI’lXHm ont pour limite 0
X
lorsque x tend vers o .
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[II) Asymptote horizontale

Dans un reperé¢ 6 iq, j Bi (C) est la courbe d’équation y = f(x) , et (B)droite d’équation
y=/ , la distance MN entre un point M de (C) et uninpdN de (D) de méme abscisse x est :
MN =|f(x)-¢] .

Si limf(x)=¢, alors cette distance MN a pour limite 0 er.+

X — +oo

Vocabulaire:
Si Iim f(x)=a ,la droite d’équation y = a est asymptote horizoata(C)en +co.
X — +o0
Si lim f(x)=a , la droite d’équation y = a est asymptote horizoata(C)en— co.
X - —00
. .1
Exemple: En— o eten +o ,0n a: lim == lim ==0.

X—-+0oX  X-—00 X

Donc, I'axe des abscisses d’équation y = 0 eshpsyte a I’hyperbole d’équationy: -1
X

I\VV) Asymptote obligue

Dans unrepéré O, i, jxi (C) est la courbe d’équation y = f(x) , et (B)roite d’équation
y =ax + b, la distance MN entre un point M de éCun point N de (D) de méme abscisse x est :
MN= [f(x) — (ax +b).

Si lim [f(x)- (@x+Db)] =0, alors cette distance MN a pour limite O ew +

X —»+o00
Vocabulaire:
Si lim [f(x)- (@x+b)] =0 ,la droite d’équation y = ax + b est asymptote obkga(C)en +co.

X - +o00

Si lim [f(x) - (@ax+b)] =0 , la droite d’équation y = ax + b est asymptote obkgga(C)en— co.
X - —00

f est la fonction définie suR” par :
f(x)=x 1
X

Sa représentation graphique est la
courbe (C) ci-contre.

En pointillés est tracée la droite (D)
d’équation y =x.

, . 1_ . 1
Onsaitque:lim —== lim —-==
X - +00 X X —» —00 X

Donc, la droite (D) d'équation y = x est
asymptote oblique a la courbe (C)
représentative de f encset en— co.
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V) Limite en un point (limite en un réel a)

Cela nécessite que la fonction soit définie poarax, ou, sinon, que le nombre a soit I'une
des bornes d’un intervalle ou la fonction est défin

1) Limite infinie en un point afR :

¢ limf(x) =+ signifie que:
X-a

« f(x) devient plus grand que n'importe quel nontdre fixé a I'avance, a condition de choisir x
suffisamment proche de a . »

Ce que 'on peut aussi énoncer sous la forme :

« Pour tout réel b (aussi grand que I'on veut)ntédrvalle [ b ; +e [ contient toutes les images f(x)
lorsque x est suffisamment proche de a. »

Dans ce cas, la fonction n’est pas définie erax( car+ o n’est pas un nombre ), et I'on est
souvent obligé d’'étudier séparément les limiteawdche ou a droite de a .

Propriétéqadmises) :
lim (ljz +oo et plus généralementim (inj: +o0  oU MJIN*.
X X

X-0 -

x>0 x>0

jim [ L |= +co fim [ L |= +oo

X-0 |X| Xx-0 \/;

x>0 x>0

. 1 * 1
lim | — |=+c et plus généralement, lorsquelN* avecn pair I|m — |7 too.
x-0\ X X
x<0 x<0

: 1

lim| — |=+o0

]

. 1 - N . . )
lim (—2 =+oo , car la limite est la méme a gauche et atdroi
x -0\ X

De méme, lorsqueN* avecn pair : lim ( 1”J +o0 et lim (| 1 J — +o0.
X X

X-0 X-0

. 1 . T R
lim [— =+o0 , car le probléme de la limite a gauche ne se pasealans ce cas-la !..
X

X-0

* limf(x) =—co signifie que:

« f(x) devient inférieur a n'importe quel nombrelréxé a I'avance, a condition de choisir x
suffisamment proche de a . »

Ce que I'on peut aussi énoncer sous la forme :

« Pour tout réel b (aussi petit que I'on veut)ntérvalle ] —«; b [ contient toutes les images f(x)
lorsque x est suffisamment proche de a. »

Propriété: lim [f(x)] =~ équivaut a fim [-(x)] = +oo

Donc :lim (lj =—c0 carlim ( j —I|m ( j
X-0 X X -0
0 0

X< X<l

De méme, lorsqueliN* avecn impair I|m (iJ_ —00.

X
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2) Limite finie en un point alJR:

 lim f(x) =¢ ou/OR signifie que :
X-a

« f(x) devient aussi proche que I'on veut du nombr& une distance fixée a I'avance aussi petite
gue 'on veut, a condition de choisir x suffisamtr@oche de a»

Ce que I'on peut aussi énoncer sous la forme :

« Tout intervalle ouvert contenant contient toutes les images f(x) lorsque x estssuffiment proche
dea..»

a) Si f est définie en BIR.

Propriété 1 (admise)
O Si une fonction f est définie sur un intervalle cortet &R ,

O Sif est une fonction polynéme, rationnelle, irratiefie, valeur absolue,
O trigonométrique .(catégorie des fonctions continues : programme@g T
0
O Alors : lim f(x) = f(a)
X-a
Exemple f(x) = x* définie surR (fonction polynéme) avec f(3) = 9. Dondim (x2) = 9

X >3

b) Si f n’est pas définie en @R.

Propriété 2 (admise)

O Si f est une fonction qui n'est pas définie en x majs telle que, pour tout réel x de
son ensemble de définition on ait f(x) = g(x) oésg une fonction définie en x = a et
du méme type de celles de la propriété 1 ci-dessus

O
O
O
0 Alors :lim f(x) = lim g(x) =g(a)

2 _
X 11 etg(x) =x+ 1.

X —
Pour tout XIR-{1}, on a f(x) = g(x) et g est définie sik, donc en x = 1.
Donc : lim f(x) = lim g(x)=g(1)=2

X -1 X -1

Remarque cette propriété intuitive a été implicitemenilisée lors de I'étude des nombres dérivés.

3) Pas de limite en un point

On peut avoir:
* Une limite & gauche et une limite & droite difféess.
* Pas de limite du tout ( Ni & gauche, ni a droite).

Notations
Lorsque ces limites existent, on écrit:
* Limite a gauche de dim  f(xjpbrégée parfois enlim  f(x)
X-a X-a—
X<a

« Limite a droite de a!(ima f(xpbrégée parfois enlim  f(x)

X>a
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Exemplel
x2-1
x -1

PourtoutXl]—o;1[,ona:f(x)=x—-1 etpourtoutX]1l;+ow|[,ona:f(x)=x+1.

La fonction f est définie suR —{1} par: f(x) =

On a donc :lerﬂf(x):lxlrﬂ(—x—l):— 2 et lerﬂf(x):lxlrﬂ(x+1): 2
x<l x<1 x>1 x>1

Les limite de f a gauche et a droite de 1 sont dlifiérentes.
La fonction n'a donc pas de limite en 1. Le grapkigi-dessous illustre cette situation.

4__

1
h_
1
ni
1
ai
1
.
.
ni
[
Lo

Exemple?
La fonction f est définie suR* par: f(x) :sin(l)
X

. 1
Lorsque x tend vers zéro par valeurs positivegprend des valeurs de plus en plus grandes.
X

Mais, sur tout intervalle d’amplitudai2la fonction sinus prend toutes les valeurs réelke
lintervalle [-1; 1].

Ainsi, f(x) prend toutes les valeurs réelles detérvalle [-1 ; 1 ] lorsque x tend vers zéro. f(x) ne
tend donc vers aucune valeur réelle de cet interyatl ; 1 ]. Afin d’observer ce phénomeéne, faire
des zooms successifs au voisinage de zéro suracaltrelatrice graphique.

VI) Asymptote verticale

Dans un repére orthonorméD, T ., Iprsqu’une fonction f admet une limite infinie ,+o0 , &

gauche, a droite, ou des deux c6tés ) en un poiRt,zon dit que :
La droite d’équation x=a est asymptote verticale a la courbe représergade la fonction.f

Dans un repére orthonormgD, T ., ) droite d’équation x a est donc asymptote verticale a la
courbe représentative de la fonction f dans chaesncas suivants :

lim f(x) = 40 ou lim f(x)=+co ou lim f(x)=+c
X -a X-a X-a
X>a X<a
ou lim f(x) = —oo ou lim f(x)= - ou lim f(x)=—oo
X-a X-a X-a
X>a X<a
Exemple

L’axe des ordonnées ( d’équation x = 0 ) est asgtaprerticale aux courbes représentatives

des fonctions x - — ou nJIN*, c'est a dire aux représentations graphiques degifms inverses
X

des puissances d’'exposant entier strictement positi
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