Suites et fonctions: étude comparative

Remargueles suites numériques étant des fonctions péifres ( définies suN ou une partie d& ), on retrouvera nécessairement pour les suities ébnctions, des propriétés
analogues. Toutes les propriétés ne seront pasesjici, mais seulement celles dont la comparagsbinstructive. Les suites apparaitront danslienne de droite et les fonction
numériques dans celle de gauche. Sauf cas paetsules suites sont définies $drou éventuellement une partie Nie(a partir d'un certain rang)ret les fonctions sont définies dRr

ou une partie d& ( la plupart du temps sur umtervalle | ).

Sens de

variation

f croissante sur l= Pour tout all et blJl, si a< b alors f(a)x f(b)

f strictement croissante sur+4 Pour tout all et kI, si a < b alors f(a) < f(b)

f décroissante sur k= Pour tout all et b, si a< b alors f(al f(b)

f strictement décroissante surd Pour tout all et kI, si a < b alors f(a) > f(b)
f constante sur I= Pour tout all et kI, si a< b alors f(a) = f(b)

f monotone sur l= f conserve le méme sens de variation sur l'interal

Si f estdérivable sur I, alors: f croissante sur4 Pour tout X1, f' (x) > 0

Si f estdérivable sur I, alors: f décroissante surd Pour tout XII, f' (x) <0

Si f estdérivable sur I, alors: f constante sur4¢ Pour tout XIl, f' (x) =0

(Up) croissante-= Pour tout AllN , on a: Y < Uy

(U,) strictement croissante Pour tout AN, on a: U < U4

(U,) décroissante- Pour tout AIIN , on a: Y > Uy

(Uy) strictement décroissante Pour tout AN , on a: U > U4

(Up) constante= Pour tout AN, on a: Y = U4

(Uy) monotone= (U,) est soit croissante, soit décroissant, soit eomnet

Remarquell se peut que cela ne soit pas réalisé sur temsembldN : préciser alors
a partir de quel rang cela est vrai

Suites et fonctions majorées, minorées, bornées

f majorée sur |- |l existe MOR, tel que, pour toutl, on ait: f(x)< M
f minorée sur 1= Il existe ntlR, tel que, pour toutXl, on ait; f(x)> m
f bornée sur |- fest majorée et minorée sur |

(U,) majorée = Il existe MR, tel que, pour toutN, on ait: <M
(U,) minorée = |l existe niJR, tel que, pour toutXIN, on ait: U, > m
(U,) bornée = f est majorée et minorée

Limite finie (¢ OR)
Limite en + oo

Si f est définie suR ou un intervalle de la forme [Asf o ACR et si tout intervalle
ouvert contenant contient toutes les valeurs de f(x) pour x assendyron dit que f
tend vers/ lorsque x tend verse. On écrit: lim f(x)=/.

X —+o00
Dans cette situation, la représentation graphiguepbssede alors une asymptote
horizontale d'équation y £ en +oo,
2x+1
x-1

Exemple: lim =2

X =400

Si tout intervalle ouvert contenaricontient tous les termes de la suite (Un) a partir
d'un certain rang, on dit que {ltonverge verd . On écrit: lim U =/

n-+oo

Exemple: lim 5—i =
n-+o 2I"I



Limite en - e
Si f est définie suR ou un intervalle de la forme }o ; A] ou AR et si tout intervalle
ouvert contenant contient toutes les valeurs de f(x) peurassez grand, on dit que f

tend vers/ lorsque x tend versc. On écrit: lim f(x) =/ _

X ——o insensé
Dans cette situation, la représentation graphiguepmbssede alors une asymptote
horizontale d'équation y £ en— .

1
E le: i 3+—)=3
xempexlrrloo( X)

Si f est définie suR ou un intervalle | contenanfd®& et si tout intervalle ouvert
contenant/ contient toutes les valeurs de f(x) pour tolt assez proche de a, on dit

que f tend vere lorsque x tend vers a. On écriim f (x) = /. insensé
X -a
. sinXx
Exemple: lim —— =1
x-0 X

Limite infinie  (+ o)
Limite en + o

Si f est définie suR ou un intervalle de la forme [Aesf ou AR et si tout intervalle Si tout intervalle ouvert du type [Bpt[ contient toutes les valeurs dg & partir d'un
ouvert du type [B;#o[ contient toutes les valeurs de f(x) pour x aggend, on dit que certain rang, on dit que (MJdiverge vers +o. On écrit: lim U, =+o0 .
f tend vers +eo lorsque x tend verses. On écrit: lim f(x) =+, X

X - +00

Exemple: lim 3" =+o
Exemple: lim x3-5x—-6=+oo X +00

X - +00

Limite en — oo

Si f est définie suR ou un intervalle de la forme }o ; A] ou AR et si tout intervalle |
ouvert du type [B;o[ contient toutes les valeurs de f(x) petxrassez grand, on dit _
que f tend vers +o lorsque x tend vers o, On écrit: lim f(x) =+ Insense

X — —00

Exemple: lim x?-2x+3=+w

X - —0




Si f est définie sur un intervalle | contenabiRaet si tout intervalle ouvert du type
[B;+ oo[ contient toutes les valeurs de f(x) pour tout assez proche de a, on dit que f
tend vers +eo lorsque x tend vers a. On écriim f (x) =+,

X -a
Dans cette situation, la représentation graphiguepssede alors une asymptote insensé
verticale d'équation x = a.
1
Exemple:lim =+ lim— =+
x-1 (x-1)2 X=0x
x>0
Limite infinie _ (= o)
Limite en + o
Si f est définie suR ou un intervalle de la forme [Asf o ACR et si tout intervalle Si tout intervalle ouvert du type o ; B] contient toutes les valeurs dg &partir d'un
ouvert du type « ; B] contient toutes les valeurs de f(x) pour gegsgrand, on dit certain rang, on dit que (Jdiverge vers- . On écrit: lim U, =-o .
gue f tend vers o lorsque x tend vers e, On écrit: lim f(x)=-o. Xore
X oo Exemple: lim 1-2" =-o
o x2+1 xore
Exemple: lim =—o
X -+ 1—X

Limite en — o
Si f est définie suR ou un intervalle de la forme-po ; A] ou AR et si tout intervalle
ouvert du type « ; B ] contient toutes les valeurs de f(x) pedrassez grand, on dit
gue f tend vers o lorsque x tend vers . On écrit: lim f(x) =—o Exemple: insensé

X 5 —o00

lim x3+2x2 -x+2=-o

X 5 —o00

Si f est définie suR ou un intervalle | contenanfd®R et si tout intervalle ouvert du
type |+ « ; B ] contient toutes les valeurs de f(x) pourttll assez proche de a, on dit

que f tend vers o lorsque x tend vers a. On écrlim f(x) =—c. insensé
X-a

Dans cette situation, la représentation graphiguepbssede alors une asymptote
verticale d'équation x = a.

: 1 1
Exemple: lim —— = -0 lim —=-co
X -0 X2 X-0 X

x<0



Pas de limite

Sans entrer dans les détails théoriques, je vi@isauielques exemples de fonctions et de suitpessedant pas de limite. Il est intéressant deggr ces exemples sur une

calculatrice graphique.
X

1) f définie sufR" par:f(x) =—. Nous avons: Si x > 0, f(x) = 1, dontmof (x)=1etsix <0, f(x) =1, donc Iimof x)=-1
X X— X -

x>0

x<0

Les limites a gauche et a droite de 0 existenis sant différentes. Donc f n’a pas de limite en 0.

. 1
2) f définie sulR par:f(x) =sin — | ne posséde ni limite a droite, ni limite a gaudbe. En effet, il est facile de voir que les noastxx proches de 0 ont des images qui
X

oscillent sur l'intervalle £1;1], sans jamais se rapprocher d'une valeur pdigre...

3) Pour tout AN, U,, = sin n prend une infinité de valeurs sur l'ingdle [-1 ; 1], sans jamais se rapprocher d'une valeutdimi
4) Pour tout AN, U, = (-1)" prend alternativement les valeurk et 1, donc pas de limite.

Théorémes de comparaison

Pour les fonctions, dans les propriétés ci-desdaulsttre a désigne aussi bien un réel quect — .
Lorsque a = +o, les fonctions sont définies dBrou un intervalle | de la forme [ A ;e [ ou A est un réel.
Lorsque a = o, les fonctions sont définies sBrou un intervalle | de la formeqJo ; A] ou A est un réel.
Lorsque allR, les fonctions sont définies dBrou un intervalle | de la forme [ A ; B] ou A etd®nt des réels et fA ; B ].
Si la limite concernée est la limite & gauche desfonctions sont définies sur un intervallellaforme -« ;a[ ou [A;a[ou A estun réel.
Si la limite concernée est la limite a droite déea fonctions sont définies sur un intervallelldforme]a; v [ ou ]Ja; A]ou A est un réel.
Pour les suites, l'indice n est un entier naturpésieur ou égal a un certain rangqui sera souvent 0).

« Toute fonction supérieure a une fonction ayamirpionite + co a pour limite +oo»:
* Si, pour tout Xll, on a: u(x)< v(x) etlim u(x) = +eo, alors:lim v(x) = +oo.
X-a X8

« Toute fonction inférieure a une fonction ayantiplimite —c a pour limite— co »:
* Si, pour tout X, on a: u(X)< v(x) etlim v(x) = —co, alors:lim u(x) = —.
X—a X—a

« Toute fonction encadrée entre 2 fonctions ayarmelimite/ 0 [R a pour limite/ »
* Si, pour tout X, on a: u(X)< v(x) sw(x) etlim u(x) =lim w(X = ¢,
X-a X-a
alors:lim v(x) = /.
X-2a

« Conservation des inégalités a la limite »:
* Si, pour tout XlI, on a: u(x)< v(x) etlimu(x) = ¢ etlimv(x) = ¢
X-a X—a

,alorsy< 7",

« Toute suite supérieure a une suite ayant pouitdim c a pour limite +oo»;
* Si, pour tout entier B ny, on a: Y< vy et lim u, =+oo, alors: lim v, =+,

n - +oo n - +oo

« Toute suite inférieure a une suite ayant pouitéim c« a pour limite— co »
* Si, pour tout entier B ny, on a: Yy< vy et lim v, =-oo, alors: lim u, = —co.

n - +oo n - +oo

« Toute suite encadrée entre 2 suites ayant ménite It O [R a pour limite/ »
* Si, pour tout entiere ngon a: Y< vy <w, etlimu, =lim w, =¢,
n

o +oo n- +oo

alors: lim v =/,

n - +oo

« Conservation des inégalités a la limite »:
* Si, pour tout entierengon a: y<vyetlimu, =/ et lim v, =¢', alorst</¢'.

n- +co n - +oo



