Statistigues: rappels et compléments

I) Vocabulaire élémentaire

» Population: Ensemble étudié.
« Individus: Eléments de la population.

» Caractére étudié ou variable statistiquePropriété étudiée dans la population.

Les valeurs que peut prendre un caractere s'appldmodalités
De facon générale, un caractéere peut étre :

 quantitatif quand les valeurs sont numériques (mesures physiquesplagygues, sociologique,
démographiques, économiques, ...)
Le caractere est diiscret lorsqu’il ne peut prendre qu’'un nombre fini deetas numériques.
Le caractere est ditontinu, lorsqu’il peut prendre une infinité de valeurs numériquasr exemple, la
taille d'un éleve est un caractere de type quantitatif comtiDans cette situation il est commode de
regrouper les valeurs du caractére dans des clasaesxemple, on va regrouper les tailles des individus
dans des classes d’amplitude 1.cm

« gualitatif quand les valeurs ne peuvent étre ni ordonnées ni ajoutémgp@sanguin, couleur des
yeux, vote pour un candidat).
Pour des raisons de facilité de traitement informatique athématique, on cherche a se ramener a des
caracteres quantitatifs par un codage.

« L'effectif d’'une modalité est le nombre d'individus de la population possédette valeur du caractere.

« L'effectif total est le nombre d'individus de la population: C'est la somme eféectifs de chaque
modalité.

« La série statistique des effectifest la fonction qui, a chaque valeur du caractére (modaktggocie
l'effectif de cette modalité.
Elle est le plus souvent définie a 'aide d'undabl

Comme pour les fonctions, les séries statistiques peutenteprésentées graphiquement: On utilise les
nuages de points, les diagrammes en batons, les polygooggjolu nuage joints par des segments), les
histogrammes, les diagrammes circulaires seloritie@agon étudiée.

» La série statistigue des effectifs cumulésst la fonction qui & chagque modalité associe la somme des
effectifs des modalités de valeurs inférieuresgaleta cette modalité.

« La série statistique des fréquencesst la fonction qui, & chaque valeur du caractere, assofiédaence
de la classe de ce caractdsmuvent donnée sous forme de pourcentages, mais parfess de nombres
décimaux)

_La série statistique des fréquences cumuléest la fonction qui, a chaque valeur du caractére, associe
la frequence cumulée de la classe de ce carabMérae méthode que pour les effectifs cumulés.
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II) Indicateurs de position

» Le moded'une série statistique est la (ou les) modadiy@st le plus grand effectif.

» La médiane d'une série statistique est la valeur centrale de la sé&iestique: Il y a autant d’effectif
avant la médiane qu’apres, c’est a dire que les modalitésiénires a la médiane correspondent a 50 % de
I'effectif total et les modalités supérieures a la médianeaspondent aux autres 50 % de I'effectif total.
La médiane est ainsi peu sensible aux valeursragggce qui n’est pas le cas de la moyenne !

De facon plus précise
On ordonne la série des données statistiques pareicroissant.

Si I'effectif total de la série est impair (de taille2n + 1), la médiane est la valeur du terme de
rang n+1 dans cette série ordonnée.

Si l'effectif total de la série est pair (de taille2n), la médiane est la moyenne des valeurs des
termes de rangh et n+1 dans cette série ordonnée.

* La moyenne

1) Si le caractére étudié ediscret défini par :

Valeur du caractere | X, X, X | X,
Effectifs n, n, n, |........ n,
Fréquences f, f, fao | f
La population a pour effectif totaN =n, +n,+n,+......... ~+n,
n=p
. - e nX .-
- Lamoyennede cette série statistique est le nomBredéfini par: | _ ,Zi Y _'i’ ¢
X—T— i Xi
i=1
C'est a dire:
N, X, +N, X+ N Xo+..nen o +N X
_ X X Tg Xg p7p_
X= N = X X+ Xt A f X

2) Si le caractere étudié est de typentinu, il est alors possible de regrouper ses valeurs dans deslas
(intervalles les contenant):

Avec p intervalles:[cl; Cz[ , [Cz; Cg[ , [Cg; 04[ , [04 ; Cs[ yeenreens ,[Cp ; Cpﬂ] dont les centres sont:
c,+cC c,+cC c;+cC c,+c c,+c
X =2 =2 Xy= = X=———2 .. X, = BBt
2 2 2 2 2

Pour calculer sa moyenne, on I'assimile a un caractéreatlidont les valeurs sont les centres des
intervalles et I'on utilise alors la formule préeéte.

Remarque importante Moyenne et médiane ne sont pas liée. Voici quelques exsnaple vous
montrent que tout est possible...

Série statistique | Médianem et moyenneX | Commentaires

1:1;1:;2:2 m=1 ,x=14 La médiane est la plus petite valeur de la série
1:1;2:2:2 m=2 ,x=1,€ La médiane est la plus grande valeur de la séri¢
1;1;2;3;3 m=2 ,X=2 La médiane est égale a la moyenne
1:1;2:4:4 m=2 ,xX=2/4 La médiane est inférieure & la moyenne
1:1;3:4:4 m=3 , X=2,€ La médiane est supérieure a la moyenne
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[1) Indicateurs de dispersion

« L’étendue d'une série statistique est la différence entre la valewirman et la valeur minimum du
caractere étudié.

* Les quartiles:

Premier quartileVValeur de la série statistique (triée dans l'ordre croigsqui partage I'effectif total en
deux parties de la facon suivante:

%= 25 % de I'effectif est inférieur ou égal a ce premiaadile.
%= 75 % de I'effectif est supérieur a ce premier quartile.

Lorsqu'il n'est pas possible d'obtenir exactement le garg® % - 75 % , on prend pour premier quartile,
la plus petite valeu®, de la série telle qu'au moins 25 % de I'effectiflt soit inférieur ou égal Q.

Deuxieme guartileValeur de la série statistique (triée dans l'ordre croigsgui partage I'effectif total
en deux parties de la fagon suivante:

=50 % de I'effectif est inférieur ou égal a ce deuxiéguartile.

=50 % de I'effectif est supérieur a ce deuxieme quartile

Nl N[

Le deuxiéme quartile est donc la médiahe la série statistique. La facon détaillée de la détermaner
déja été étudiée.

Troisieme quatrtileValeur de la série statistique (triée dans I'ordre croigsgui partage |'effectif total
en deux parties de la fagon suivante:

=75 % de l'effectif est inférieur ou égal a ce troisiementrtile.

=25 % de I'effectif est supérieur a ce troisieme quartil

Nk, DMNlw

Lorsqu'il n'est pas possible d'obtenir exactement le gargb % - 25 %, on prend pour troisieme
quartile, la plus petite valeud®, de la série telle qu'au moins 75 % de I'effectif total soiémgur ou égal

aQ,.

* L'i ntervalle inter quartiles:
Intervalle [Ql; Qg} qui regroupe la moitié centrale de l'effectif total, c’estie situé entre le
premier et le troisiéme quartile.

* L'écart inter quatrtiles:
C'est I'étendueQ,;—Q, entre le premier et le troisieme quartile, c'est a dire lldoge de
l'intervalle inter quartiles.

* Les déciles:
Utilisés surtout pour décrire les séries statistique a éfiectif (les partages se font en dixiemes de

I'effectif total). On s’intéresse essentiellementmemier et dernier décilesé(@).

Premier décileValeur de la série statistique (triée dans l'ordre croigsqui partage I'effectif total en
deux parties de la fagon suivante:

10 10 % de I'effectif est inférieur ou égal a ce premiécite.
1—gc= 90 % de I'effectif est supérieur a ce premier décile.

Lorsqu'il n'est pas possible d'obtenir exactement le gart® % - 90 % , on prend pour premier décile, la
plus petite valeuP, de la série telle gu'au moins 10 % de l'effectifl soit inférieur ou égal B, .
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Dernier décile Valeur de la série statistique (triee dans I'ordre croigsqui partage I'effectif total en
deux parties de la fagon suivante:

1—gc= 90 % de I'effectif est inférieur ou égal a ce derrdécile.
10 10 % de I'effectif est supérieur a ce dernier décile.

Lorsqu'il n'est pas possible d'obtenir exactement le garé® % - 10 % , on prend pouP’Qedécile, la
plus petite valeub 4 de la série telle qu'au moins 90 % de l'effedtifit soit inférieur ou égal B 4.

Remarque:
Comme pour l'intervalle inter quartile, on évalutervalle inter décile [Dli Dg} qui contient

les 80 % centraux de la population totale. Il @sesentre le premier et le dernier décile.

* Le diagramme en boite ou Boite a moustache> ou «Boite a pattes» :

Il s’agit, d’'une fagon imagée, de décrire la répartition ‘ééféctif total a I'aide de sa médiane, soff &t
son ¥ M€ quartile, son & et son §M€décile, son maximum et son minimum, de la facon représemtée c
dessous:

Maximum

9éMmedécile

3FMequartile

Médiane

1¢" quartile

18" décile

a —— Minimum

Afin que les informations soient lisibles, il est nécessale donner une graduation associée a la boite,
comme le montre I'exemple ci-dessous:

RemarguesParfois, le minimum et le maximum ne sont pas indiqués. 8otypour des séries a petits

effectifs, pour les « bouts des pattes », on remplacé'léécile par le minimum et le®® décile par le
maximum. Il arrive aussi parfois que la moyenne soit siganakir une croix afin de la situer par rapport a la
médiane....

B.Sicard - E:\math\Cours\1S\stats\stats_1S_cours.od -4 -



* L'écarttype:

C'est le réel positifr défini par :

y2e Ny (X, = XP+ Ny (X, = X2+ N0y (X = X)P+ b (X = XP _a

N N

Le nombreg? est appelé lgariancede la série statistique.

« Distribution normale - Données gaussiennesPlages de normalité:

Dans de nombreux domaines, les séries statistiques pstanh tres grand nombre de données
conduisent a des graphiques (polygone des effectifs owdnatnme des effectifs) de méme forme
réguliere et symétrique qui sont tres proches d'une "coarbeloche" appelée "courbe de Gauss", en
hommage au grand mathématicien allemand Karl-Friedrichs&#1777-1855) qui a tant apporté aux
mathématiques.

De telles données sont dites "gaussiennes" et la loi matigireaassociée s'appelle la "loi
normale". Les courbes obtenues sont a peu pres symétriguesrale la moyenneX de la série
statistique.

Pour des séries de ce type, on observe que:

>Environ 95 % des valeurs du caractére étudié sont situées dan l'intervalle
[X—20;X+20]| Cetintervalle est appelé plage de normalité a %.

>Environ 99 % des valeurs du caractére étudié sont situées dan l'intervalle
[X—30 ;X+30]| Cetintervalle est appelé plage de normalité a 99 %

En résume

Avec des séries statistiques de type gaussien, on peenslegta trouver environ 95 % des observations
qui fluctuent a moins de 2 écarts-type de la moyerfiele la série statistique. Cela signifie aussi que,
toute valeur de cette série a 95 % de chance de se trouver'm@valle [X—20;X+20]| et donc

5 % de chance de se trouver a I'extérieur de pkttee de normalité a 95 %.

Avec des séries statistiques de type gaussien, on peenslegta trouver environ 99 % des observations
qui fluctuent & moins de 3 écarts-type de la moyerfée la série statistique. Cela signifie aussi que,
toute valeur de cette série a 99 % de chance de se trouver'mdevélle [x—30 ;X+30| etdonc
1% de chance de se trouver a l'extérieur de cette plage dwalitgr a 99 %. On peut donc étre
pratiguement certain que la quasi totalité des valeurs tte série statistique est situé a moins de trois
écart-types de la moyenne de la série.

« Influence d'une transformation affine des donnéed'une série statistigues sur ses indicateurs:

Lorsqu'on additionne un méme nombre réel a chacune desrsalune série statistique, la
variance, I'écart-type et I'écart inter-quartiles restechangés. La médiane et la moyenne augmentent de
la valeur de ce nombre.

Lorsqu'on multiplie par un méme nombre réel strictemenitipahacune des valeurs d'une série
statistique, la variance est multipliée par le carré de et téa médiane, la moyenne, |'écart-type et
I'écart inter-quartiles sont multipliés par ce noentgel.

En résume

a étant un réel strictement positifletun réel quelconque, on a:

Valeurs de la s Premier Troisieme Ecart . s
. Moyenne Médiane . - . . Variance Ecart-type
série quartile quartile | inter-quartiles
X X M Q: Qs Q:—Q, o? o
ax+b ax+b aM+Db aQ,+b aQ,+b alQ;— Q) aé o? ao
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