Suites numériques

Définition
Une suite numérique s est une fonctioriNlgersR : s:n~s(n).
Son ensemble de définition est dddau un sous-ensemble e

Notations - Vocabulaire
* La variable n étant un nombre entier naturelgogier n permet de numéroter les images : en
plus de I'écriture fonctionnelle classigsen| utilisée pour désigner limage de I'entier naturgar la
fonction s, on peut aussi utiliser laotation indexée (ou indicée)s, . Avec cette notation I'image de
0 s'écrit : S,.
» Avec cette notation, on dit que :
s(nj=s, est leterme d'indice n ou de rang de la suites.
s est la suite de terme génégalet I'on écrit :S=(s,).

s(0)=¢, qui est I'image de O par est aussi appelé terme de rang 0 de la suite

€(1)=s, qui est 'image de 1 par est aussi appelé terme de rang 1 de la suite

Si la numérotation commence au rang ®) =<, est le premier terme de la suite s({1)=¢5,
est le second terme de la suite

Il arrive parfois que le premier terme d'une sditge soit pas, .
Par exemple :

1. . L
Sn:ﬁ n'existe pas poun= 0. La suite commence au rang 1. On écrira al6r$icn

1 o . .
tn—m n'existe pas poun=0, ni pourn=1. La suite commence au rang 2. Dans tous les cas

de ce type-la, on précisera le sous-ensemblé dé la suite est définie: Ici, on aneN—{0;1}.

Diverses manieres de définir une suite

1) Suites définies par une formule de fonction:

Pour cela, la plupart du temps, on restreitt ane fonction définie sUR ou un sous-ensemble ke
contenantN.

Par exemple, la suite,=n* (n € IN), est la restriction & de la fonctiorf définie surR par
f (x)=x2. Ainsi, les propriétés déja étudiées pour lestions de la variable réelle seront utilisables
pour les suites!

Nous étudierons cependant aussi quelques exenplagitds associées a des fonctions qui ne
sont pas au programme de la classe de premierexpaple, la suite géométrique= 2" est associée
a la fonction exponentielle définie dBrpar f (x) =2* qui sera étudiée en classe terminale.

2) Suites définies par une formule de récurrence:

Pour tout entier natured, 'image s(n)=s, est "numérotable".
On peut définir le termé&(n+1)=s,,, de rang n+1) en fonction du terme précédesitn|=s, de
rang n par une formule appeléermule de récurrence
Plus précisément, la suige=(s,| sera définie par récurrence par:
« Son premier termé&(0)= ;.
» Une égalité reliant deux termes consécutifs qurgjaes de la suite:
s...=f (S, ouf est une fonction connue.
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Par exemple, la suite définie par son premier teuigre409¢t et la formule de récurrence véri-
fiée pour tout entien: u,,,=u,.
On obtient:  u, =+u,=4096= 64
u,=+u,=V8~2,83
u,=u;=VV8~1,68
U =U,=\V8~1,3.... et ainsi de suite ...

Ici la fonctionf est définie parf (x)=+/x

Représentations graphiques de suites

Lorsque la suite est définie par une égalité fometelle du typeu,= f (n), la représentation
traditionnelle des graphiques de fonction estaatille: On obtient alors les points d'abscissegresti
du graphique de la fonction de la variable réelles: ~ f (x) .

Par exemple, le graphique de la slitg définie suiN” par: Sn=% , correspond aux point d'abscisses

x€IN" de la fonction définie suR” par f (X)Z%:
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Lorsque la suite est définie par une formule deuménce du typeu,.,=f (u,), cette
représentation n'est plus directement réalisaliea @lors recours a une représentation de typle "toi
d'araignée" ( Web, pour les calculatrices utilidamglo-saxon ...). Voyons cela sur un exemple:

Sur le graphique ci-dessus, sont tracées les drdiéguation yZ% X+1 ety=x.

Ce dispositif permet de visualiser les termes ssifede la suitéu, définie surN par :

U,=1C et pour touneIN: Un+1:%Un+1

1 1

En effet : u1:§u0+1:§><10+1:6
u2=%u1+ 1:%><6+ 1=4
Ug=3 Uyt 1=25 4+1=3

... et ainsi de suite !...
Voir aussi livre pages 138-139.

Suites monotones

* Sens de variation d'une suite :

Si pour toutn€IN , on a: Uy S Uy Uy= Uy, q U,> Uy,

Sens de variation de(u,)

(Un) croissantg

(un) constante

2 (u,) décroissant

Variation absolue Uy —U,=0 Uy —U,=0 Upi1—U,<0
Quotient (termes strictement Upy g >1 Unia _ 1 Uy <1
positifs) u, u, u,

Voir aussi livre pages 140-141.
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Suites bornées, majorées, minorées
Mémes définitions que pour les fonctions de laalas réelle.

La suites,= sinn est une suite bornée. En effet: elle est majoa¢d @t minorée par1).

Suites périodiqgues
On dit qu'une suitéu,) est périodique de périodecIN’, lorsque, pour toun€IN, on a: Unip=Un, P
étant le plus petit entier naturel non nul vérifiaeci.

Les suites constantes sont périodiques de période 1
La suiteu,=(—1)" est périodique de période 2.

Suites arithmétigues:
Lorsque I'on passe de n'importe quel terme d’'ungesau terme suivant, en additionnant (ou
en soustrayant) toujours le méme nombre, on ditajgaite est arithmétique.
C’est a dire que, s'il existee R, tel que, pour touh€IN, on ait :
S,.1=S,+T1 , on dit alors que la suit&,) estarithmétique de raisonr.
Les accroissements d’une suite arithmétique somt donstants : cette constante est la raisda la
suite arithmétique.

La suite des entiers naturels est arithmétiquerelmipr terme 0 et de raison 1.

La suite des entiers naturels pairs est arithmétitgupremier terme 0 et de raison 2.

La suite des entiers naturels impairs est aritiquétde premier terme 1 et de raison 2.

La suite constante de terme génétal 2 est arithmétique de premier terme 2 et de raison 0

Suites géométriques
Lorsque I'on passe de n'importe quel terme d’uriiesa terme suivant, en multipliant (ou en
divisant) toujours par le méme nombre non nul, ibijuk la suite est géométrique.
C'est a dire que, s'il existgeR", tel que, pour toun€IN, on ait :
S,.1=S,X 4, on dit alors que la suit&, estgéométrique de raisonq#0.
Les coefficients multiplicateurs d’'une suite géamaggie sont donc constants : cette constante est la
raisong de la suite géométrique.
Les taux d’accroissements d’une suite géométrigneaussi constants. En effet :
Sn-s—l_sn_ SpXd-S, (q_l)sn_

S S S

n n n
La suite géomeétrique de raisqmposséde donc un taux d'accroissement constagt— 1.

La suite constante de terme généfal- 2 est géométrique de premier terme 2 et de raison 1.
La suite de terme générbl,=(—1]" est géométrique de premier tertdg=1 et de raison
-1

Remarques
« Une suite Sn) dont les variations absolues successi¥es — S,=I sont constantes, c’est a
dire indépendantes ae est une suite arithmétique de raison

S .—S
* Une suite( Sn) dont les variations relatives successivé%z t sont constantes , c’est a

n

dire indépendantes ae est une suite géométrique de raispnl +t.

Par exemple, avec une augmentation relative=de %= 0,0¢ , alors,q=1,0¢ .

S.,—S
En effet, si%: 0,05, alors: S, ; — S,=0,0ts,. Donc :S,,,=S,+0,0£S,=(1+0,05S,.

Cela donne S,,;=1,0£E,. On a donc une suite géométrique de raigeri,0=.

S .,—S
Et dans le cas général,éi‘%: t,alors S,,,—S,=ts,.Donc:S,,,=S,+tS,=(1+t]S,.
n

On a donc une suite géométrique de raigenl +t.
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Suites arithmétigues et géométriques - Résumé
Sest une suite etun entier naturejuelconque

Suite arithmétique de raison| Suite géométrique de raisop« 0
formule de récurrence S, =S, +r S..1=4s,
caractérisations S,,;—S,=r (constante si S,#0, —t—q (constantg

1°"terme +n fois la raison 1°"termex raison exposamt
-5
S,=S,+(n=1r S.=S.q"?

Voir aussi livre pages 142 a 145.

Quelques remargues intéressantes
Suites arithmétigues

La suite définie par la formuldJ ,= an+b (fonction affine den) est la suite arithmétique de
premier termeU ,=b et de raisora. La représentation graphique d’'une suite arithooétiest donc
formée de points alignés.
Suites géométriques

La suite des puissances d'un nombre aéebn nul, de terme générdl,= a" est la suite géo-
métrique de premier termé,=1 et de raisora. La représentation graphique d’une suite géomériq
de raison différente de 1 est donc formée de pajuisne sont pas alignés (ils sont situés sur une
courbe exponentielle).

Illustrations graphigues

o P12z 3 a5 o : 5 4

suite arithmétiqueelle que : suite géométriguelle que :
s(0j]=1ets(n+1)j=s(n+2 s(0j]=1lets(n+1)=s(nx2
s(nj=2n+1 (fonction affine) s(n]=2" (fonction exponentielle)
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Suites arithmétiques — Sens de variatian

(u,] est une suite arithmétique de raigon
Sir>0, alors| Un) est strictement croissante.

Sir <0, alors| Un) est strictement décroissante.
Sir=0, alors(u,) est constante.

Suites géométrigues — Sens de variation

(u,) est une suite géométrique raisp# 0 et de premier terme,# 0.
Si q<0, alors(u,) n’est pas monotone (les termes sont alternativepusitifs, puis négatifs).

Siq>1etsiu,> 0 alors(u,) est strictement croissante.
Sig>1etsiu,<0, alors(u,) est strictement décroissante.

Si0O<qg<letsiu,>0, alors(un) est strictement décroissante.
Si0O<qg<letsiu,<0, alors(un) est strictement croissante.

Si q=1, alors(u,) est constante.

Suites arithmétiqgues — Somme de termes consécutifs

Si (Un) est une suite arithmétique de raiggrmlors, pour toun€IN, on a:

Uy+U,
2

u+u =
Up+ Uy + Uy + ...+ U, =(n+1) 2= égalité qui s’écrit auss Z =(n+1)

- . R N ] Upytu, nr
Pour utiliser cette formule, il peut étre utileagr que: (n+1)T—(n+1)(u0+7)

- n
En particulier |1+ 2+ 3+ ... ... +n=

Suites géométrigues — Somme de termes consécutifs

Si (u,) est une suite géométrique de raispal, alors, pour toun € N, on a:

U1 —

U+ Up+Uy+ ...+ U, =

0 égalité qui s’écrit auss Z Hnia” Y
k=0 q g-1

Uy —Uy q””— 1

Pour utiliser cette formule, il peut étre utilewd®r que: 1 =Uu, 1
q- q-

n+1__
En particulier |[1+q+q°+q°+... ... +qn:_qq_11 :
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