Rappels et compléments sur les angles

Longueur d’'un arc de cercle. Mesure des angles: Chod’'une unité, le radian.

A et B étant deux points situés sur le cercle de ce@tren dit
que I'angle au centreAOB = a intercepte I'arc AB .

Sur un cercle de rayoR fixé, on sait que la longueur de l'arc
est proportionnelle a I'angle au centeequi I'intercepte. En
supposant que le raydR et la longueur de I'arc sont mesurés
avec la méme unité, le coefficient de proportionnalité va
dépendre du choix de I'unité de mesure de I'angle

Fractiondecercle(arg), | 1 (1 | 1 | 1 1 |1 3 1 1| a | b
Fraction de tour (angle) | 12 | 8 6 4 3 2 4 2n | 2rn | 36C
Longueur de l'arc de zR | 7R | zR | 7R | 2R 3R bR
cercle de rayoR 0 6 4 3 2 3 R 2 2R R ar 18C
Longueur de l'arc de ol Z |z |z |z 2n 3n 5 1 a orr
cercle de rayon 1 6 4 3 2 3 T 32 i 18C
Mesure de I'angle ol Z |z |z |z 2n 3n 5 1 a orr
en radians 6 4 3 2 3 T 2 T 18C
Mesure de Fangle | | 54| 45| 6o | 90| 120] 180 270 34039 8% | |
en degrés T T
La correspondance encadrée en gras dans le taldledassus est a connaitre par cceur !
Conclusion
» Un arc de cercle de rayéhintercepté par un angle au centread@dians a pour longueur :
L=aR
» Un arc de cercle de rayétintercepté par un angle au centrenddegrés a pour longueur :
L=aR——
- 7180

On voit donc que le radian est une unité adaptée §/pe de probleme!

Définition :
< Un angle de 1 radian est I'angle au centre geardéepte un arc de longueRisur un cercle de raydn
En particulier, sur un cercle de rayon unité, uglele 1 radian intercepte un arc de longueur unité

Sur le cercle de centr® et de rayonOA=0B=1 tel que AOB mesure un radian, alors
AOB intercepte I'arc AB de longueur 1. Le segmehAB| a donc ici une longueuAB<1 : le

triangleOABn'est donc pas tout a fait équilatéral. En etfeta:

1rad:@degw57,3° et 1°=_" rad ~0,017rad
T 180

Dans la suite de ce texte I'unité utilisée seraadian..
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En mathématiques, sauf indication contraire, I'énile mesure des angles est le radian.
Lorsque l'unité de mesure d'un angle n’est pas précisééadisforcément du radian. C’est le cas en
particulier pour les fonctions trigonométriques.

Rotation de centre O. Orientation des angles

Pour définir une rotation de centf®, il est nécessaire de choisir un sens direct autour du
pointO, et donc d'utiliser des angles orientés.

_,' B En appelantx I'angle orienté de la rotation de cent@transformantA

. r.i . enB,onaalors: OA=0OB=R et a=(OA ,OB) .
] | \

=i =— ¢ L'anglea est ici I'angle orienté défini par les deux vecteurs assaié
| larotation.
/ Cet angle orienté intercepte I'arc orienté AB du cercle.
e ,f/
— Remarque

Le choix implicite du radian comme unité de mesure des anglgsisqu’a I'abus d’écriture toléré et
méme courant Ecrirea = mtsignifie par exemple que I'angteest plat.

Il y a donc confusion entre I'angke et sa mesure en radians.

En plus de cet abus d’écriture, la mesure de I'ermgh’est méme pas unique. Voyons cela :

On remarque que n’est pas la seule mesure possible de cet anigletér
En effet, en faisant un tour de plus dans le seestdon obtient o + 21t
En faisant un nombre entier k de tours dans le deast, on obtienta + k x 21t
De méme, en tournant dans I'autre sens, on obtien2r, a — 4T, ... etc.
Donc, en génératl + 2kmou kOZ.
Parmi toutes ces mesures, celle qui correspond au parceyskis court, c’est a dire celle
appartenant a I'intervalledrt; 1] est appeléeesure principale de I'angle orienté(C_)TA ,68)

Cercle trigonomeétrigue.

Un cercle trigopnométrique est un cercle de rayon
1, orienté dans le sens direct. On peut donc le munir
d’un repére orthonormal de sens diréet,0l ,0J),
c'est a dire que la rotation de centeet d'angle droit
transformantl en J est de sens direct et que les
vecteursOl e OJ sont deux vecteurs unitaires.

Le cercle étant de rayon 1, tous les poiktsiu
cercle, sont tels quedM =1, donc OM est aussi un
vecteur unitaire.

Donc, a tout pointM du cercle trigonométrique
on associe I'angle orienté des deux vecteurs unitaires :
(Ol ,OM) qui est I'angle orienté de la rotation de

centreO transformant enM.
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Enroulement d’'une droite graduée sur le cercle trignométrique.

;.{I!) (C) est un cercle trigonométrique de certixe
[ (0,01 ,0J) est un repére orthonormal de sens direct.
P 42410 (D) est la droite tangente@») enl. o
: (D) est munie du repéf¢, IK ) tel queIK=0J .
2 On enroule la droit€D) autour du cercl€¢C) dans le sens direct pour
. [ les abscisses positives et indirect pour les absgiségatives.

4 I Ce procédé permet d’associer a tout pdinde (D) le pointM unique
v du cercle trigonométriqugC) sur lequel il vient s’appliquer.

! ' Si x est I'abscisse du poiritl dans le reperd ,I_K)de la droite(D),
alors, d’aprés la définition du radian, le poilt de (C) qui lui est
associé est tel quédl ,OM )= x.

Réciproquement, a tout poinl du cercle trigonométriqugC),
correspond ainsi une infinité de points de la drdi® : ce sont les
points de(D) dont les abscisses sont de la fosmek x 2rtoukOZ.

Sur le dessin ci-contre, on a par exemple :

N d’abscissex = x + Ox21T

P d’abscissex+ 2rt= x + 1x2rt: 1 tour direct de plus que poNr
Q d’abscissex — 2= x — 1x21t: 1 tour indirect.

Conclusion:

Les réelsx + 2k srou kOZ sont les mesures en radian de I'angle orienté
(f)’l ,6|\7|) et lorsquexd] -m; 1], on dit quex est lamesure

principale de I'angle orienté (Gl ,OM)

Mesure d’'un angle orienté de deux vecteurs unitaile

Siletvsont deux vecteurs unitaires (de norme 1), il est toujourssipte de choisir deux
représentants de méme origide 1 = OA etV = OB.
Le cercle orientéC) de centré et de rayorDA=0OB =1 est alors un cercle trigopnométrique.

J
B ; On peut alors muni(C) d’un repére orthomormal direct

(0,01 ,0J) dans lequel on aura :

(Ol ,0A)=t et(Ol ,0B|J=s oUt ets sont les mesures
principales de ces angles orientés.

Par la méthode d’enroulement du paragraphe précédent,
on sait que les pointa et B sont respectivement associés

| aux abscissetet s de la droite graduééD) tangente a

(C) en I. On en déduit que langle orienté
(u,v)=(OA ,OB) aura pour mesure la différence des

abscisses des points associéB &t a A, c’est a dire:
s—t radians.

On a donc{{i, V)=(0OA,OB)=s—t.
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Mesure d'un angle orienté de deux vecteurs non nuls

on se ramene a deux représentants d'origine O
U et V sont deux vecteurs non nul OM=1u et ON=V

N
N\s |B

> M
J

M\ t
=
u A
/ \ : |

<{

Si les vecteur®l et V ne sont pas unitaires, on se raméne sur le cercle trigonigonétgrace
aux vecteurs unitaires:

-1 1 - raY v 7!
U=———U=0M"etV'=

Sit etssont les deux nombres réels associés respectivénién et N '.
On aura alors, par définition{@ ,v)=(OM ,ON)=(OM"' ,ON")=(i,ON")—(i,OM ")=s—t .
s—t est alors une mesure en radians de l'angle orlenté@cteurst ,v)

|~

Vv=0N"

e}
<

Ensemble des mesures d'un angle orienté de vecteursn nuls.

Les points M ' et N' sont repérés respectivement par les

N P
B nombres réelsets.

s+k 221
' M Les nombres associedvh’ sont de la forme+ k; x 2t (k,0Z)

"tk 12T Les nombres associés\a’ sont de la forme + k, x 211 (k.[1Z)

o 7 Tout nombre de la forme :

Stk x2m—t+k x 2m=s—-t+kx 2rm(k = k, + k.[17)

est donc une mesure de I'angle orienté de vecteurs
(OM ,ON)

 Sir est une mesure de l'angle orienté(CTM ,C_)N) alors I'ensemble des mesures de cet angle
est I'ensemble des nombres de la formektou kJZ.
« La mesure principalde (OM ,ON) est la mesure qui appartient &rj; +].

» sett sont deux mesures du méme angle orienté de veatearnuls si et seulement si :
s—t=2kn(kDZ) .

On peut écrire alors (hors programmsext [21] qui se lit :sest égal & modulo 2t

On traduit ainsi le fait qugett sont égaux a un multiple detpres.
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Propriétés des angles orientés de vecteurs non nuls

Les illustrations graphiques et les démonstratierost faites en classe.

Angle de deux vecteurs colinéaires

* SiUetVsont de méme sens, alors I'angle est nilig¥) = 2k oukOZ.
* Si U etV sont de sens contraire, alors 'angle est pléig¥) =+ koukIZ.

Ceci peut aussi s'énoncer sous la forme :
« Sik>0, alors :(U,kU) = 2kmoukOZ.
e Sik<0,alors: (U,kT) = t+ 2kmoukOZ.

Propriété de Chasles

@,V) + (V,W) = (0, W) + kot kIZ.

Angles opposés

(v,0) =— (0,V) + 2kt oukIZ.

Angles« opposés par le sommet

(—u,-v)=(1,v) + %kmnoukIZ.

De facon plus générale ,ks¥ 0, (k0,kv)= (0,v)+ 2kmoukIZ.

Angles« supplémentaires.

(—u,v) = (0,-V) = (U, V) +1t+ kT oukOZ.

Lien avec les angles non orientés

Si (OA,0OB) =a,alors AOB =| a |.

Somme des angles d'un triangle

Si ABC est un triangle, alors :

(AB,AC) + (BC,BA) + (CA,CB) =m+ mouklZ.
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