Trigonométrie

Définition du sinus et cosinus d'un réel quelconquéévision de seconde)
Lien avec la définition du sinus et du cosinus d'uangle aigu(dans un triangle rectanglelie au college.

J Cette généralisation est obtenue a l'aide du cercle
trigonométrique muni du repere orthonormal direct
(0 : 01 ;03), ou un angle aigu de triangle rectangle

»
L

S : M correspond a une meswéen radians) de cet angle avec
X ‘ | X€ |0; % :
o) C

On associe au nombrde pointM unique du cercle
trigonométrique tel que(Ol ,OM)= [OM =x.
L4
0;—
R
DoncM appartient au quart de cercle (eritsetJ).

Or Xe

Le projeté orthogonal dé sur(Ol) est le poinC et le projeté orthogonal dé sur(OJ) est le poinS

Dans le triangl©MC rectangle elt, on a:
oC

cosx= coslOM = cosCOM =on —OC  carOM =1.
. . . —— MC
sin x=sin IOM =sin COM oM =0S carOM =1 etOS=MC.

Par construction, on ®M = OC+0S=cosx -0l +sinx-OJ  donc:

W(Z?ﬁ;j dans la baséc_fl ,C_)f]) et M (cos x; sin x) dans le repereO Ol ,63)

Ceci va étrda définition générale dein x et decos x , méme pour les nombres situés a I'extérieur de

l'intervalle lO ; %l . Voir aussi page 260 du livre qui traite ce sujet

Définitions :
Pour tout réek, il existe un poiniM unique du cercle trigonométriqgue muni du repetieasrormal

=

direct(O ,i, ) tel que(i, OM ) = x + o k(IZ.

Le cosinus et le sinus desont les coordonnées Nedans le repergO i, | ) .

Ona:M [cosx;sinx|cestadire: | OM =cosx i +sinx-]
. I8 N . _sinx
Pour tout reek # E+k" oukOZ, la tangente deest définie par tan X= osx
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Propriétés:
Pour tout réel x , on a:
e (sin x>+ (cosx/*=1 que I'on écrit aussi sous la fornyn? x + co? x=1.
* COS(—X)=Cos X La fonction cosinus est donc paire.
* Sin(—x)=—sin x La fonction sinus est donc impaire.
e Pour toukdZ, cos(x+2k r)=cosx et sin(x+2k m)=sinx .

Les fonctions cosinus et sinus sont donc périodidaq®riode &, carT =2 1 est le plus petit réel strictement
positif tel que:cos(x+T)=cosx et sin(x+T|=sinx .
e —1<cosx<let—-1<sinx<l

» Angles associés

I i
'
(OT, OM)=x et (OF,OM)=-x
M et M' ot méme asbscisse:
_cos{-x)=cos(x) u )
M et M' ont des ordonnées o a
opposées: s pre e
sini-x)=-sin(x) (O, OMy=x et (O, OM)=Tr-x
[ M et M' ont des abscisses
T " opposées:;

cos(TT-x)=-cos(x)
M et b ort méme ordonnée;
SN -x)1=sinix)

LN O < '
(O, 0MY=x et (O], OMJ=Tr+x
T Met M ont ces abscisses
opposees:
rocos(m+x)=-cos(x)

M et M' ont des ordonnée
T opposées: -
sin{TT+x )= -sin(x) cos( 5-x)=sin(x)

lordonnée de W' est l'abscisse de M;

— - — "
(OF,OM)=x et (O OM')==-x

l'abscisse de M est l'ordonnée de M:

sin(-;-hx}l:cus(xj

= —D — — [y
(O, OM)=x &t (OI,DMW:?H
l'ahscizse de W' est l'opposée
de l'ordonnée de M;
cus(%xk -gin( %)
l'ordonnée de W' est l'abscisse de M

sin(-'-;ﬂx):cusij
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Visualisation des sinus et cosinus sur le cerclégonométrique.
C’est un outil indispensable, qu'il est utile derbivisualiser afin d’étre capable de retrouverdagient les

valeurs indiquées ci-dessous.

2inus

cosinus

T
2

La connaissance du contenu du tableau ci-dessbusa@sent indispensable

en radians| O

e
wig
(SYE|

N

endegrés| 0 | 30 | 45 | 60 | 90

: 1 V2 V3
sin o 0 5 5 5 1

V3 V2 1

o 1 S, 1< £
cos > 5 5 0

Sinus et cosinus de 'angle orienté de deux vecteunon nuls:

Si U etV sont deux vecteurs non nuls, on désignecpatt, V) etsin (U, V) le cosinus et le sinus
d’une mesure quelconque de I'angfig V).
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Coordonnées polaires d’'un point du plan

N i Le plan est muni d’un repére orthonormal diredt,i, j ) .
A tout pointM # O , on associe les réel®t 0 tels que :
OMET r=0M
N B 0=(i,0M )+ 2k 7 oUKDZ.

SoitN le point défini par:OM =r ON. On a alors :
IoM||=r|x [oN]| avec||OM][|=om =r > 0.
0 Donc :OM =OM X ON . DoncON =1.
\ A Ceci prouve que le point N est situé sur le cargg@nomeétrique.

—

De plusr étant un réel positif(jl\ﬁ et ON sont de méme sens.
Ona(i,OM)=(i,ON)=0+2km oUukOZ.

Conclusion:

Tout pointM du plan M # O) peut étre repéré par un coupte 0) our est un réel strictement
positif eté un réel défini aRrtpres kOZ).

r est la distanc®M et 6 est une mesure de I'angle orie(1ilé6|\>ﬂ ).
Tout couple( r ; @) ainsi défini est appeléouple de coordonnées polaires de ®n écrit :M (r ; 0).

Remarque : Si I'on choisit podr la mesure principale o{é, oM ), le coupler ; 0) est alors unique.

Coordonnées polaires et coordonnées cartésiennesi’point du plan :

Repérage par les coordonnées cartésiennes Repérage par les coordonnées polaireM(Z O)
N N
M o y OVEr
N B
oo
- \ A
o [
X o g
OM=x-i+y-] OM=ret(i,OM)=(i,ON)=0+ 2k oukZ.
Le pointM est repéré par la donnéechuple de ses Le pointM (M # O) est repéré par la donnée du
coordonnées cartésiennex , y) couple de sesoordonnées polairegr , 8)
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Liaison entre coordonnées cartésiennes et coordoresepolaires

Coordonnées polaires— Coordonnées cartésiennes Coordonnées cartésienresCoordonnées polaires

\Y . \Y
X=r.sin g X
r e =\x 24y’
B B
- N
U N SR -y Sim

: cos :
y=r.cos g €S8 o O p y 8 0 P

Le pointN a pour coordonnées cartésiennes : | Le pointM a pour coordonnées cartésieninesy |.

L (_cgs@;sin@). doncOM =r =+ x*+ y%.
Or OM =r ON. D . cOSO = X sing = y
doncM a pour coordonnées cartésiennes : onc ety YT e

(rcoso;rsing).

En résumé, sM (x; vy : coordonnées cartésiennes ¥ (r ; 0] : coordonnées polaires

r=vxiy?
cosg =—2—
X=Tr cos0 VXtV
: oy
=r sin 0 sing=
y X2 + yz
tano =%
Par exemple
1) SoitM tel (i,aﬂ):% etOM = 2. Les coordonnées polaires Mesont : M (2 ; %)

Les coordonnées cartésiennedvtisont :

x:Zcos(%)zzxézl et yzZsin(%):ngzﬁ DoncM (1;+3)

2) SoitN de coordonnées cartésienndd {3; 4).

On a:OM?=3%2+42=9+ 16=25 . DoncOM =5 et en notand =(i ,OM )+ 2 k rr olkOZ, on a:
_3 Ginp=2 _4
coso=¢ , sin0=¢ ettand=-.

La calculatrice donne@~ 1,3%rac~51,z°.

B. Sicard - E:\math\Cours\1S\angles_trigo_produitlagaatrigo_polaires.odt -5-



Formules d’addition.

g

(0:7:7) estun repere orthonormal direct.
U, v ety" sont trois vecteurs unitaires tels que :
Uesttelqueli, tj=a+2k,m ol k,€Z.

v esttel que tU,V)=b+2k,m ou k,eZ.

u" est tel que (U .lT')=%+2k3Tr ou k;€Z.

Dans la base orthonormale direcie j), on a:
i, t)=a+2k,m ol k,EZ. Donc, par définitionti=cosai+sina ]
Dans la base orthonormale dirette u'}, on a:

(U,V]=b+2k,m ou k,eZ. Donc, par définitiorj=cosb T +sinbu"

D’apres la propriété de Chasles, on a :

)= w+ o) =a+ T2kt k) m=a+

s

> +2k, ™ ou k,€Z

Dans la base orthonormale direcie j), on a donc :

g -

i, 0)=a+ %+2k4ﬂ ol k,€ Z. Donc, par définitionu™ =cos(a+ 3 +sin(a+%) ]

s . . TT , . — . > -
Or cos(a + 5) =-—sina etsin (a+ ?) =cosa . On en deéduit donc que:' =—sin ai +cosa j.
Dans I'expression d& dans la baskl; U') : V=cosbU+sinbu’ , remplagongi etu” par leurs
expressions dans la bage j). Cela donne :

V=cosbli+sinbu’ =cosh(cosai +sinaj|+sinb(—sinai+cosaj). Cest adire :

V=(cosb cosali+(coshsina) j—(sinbsinali+(sinbcosa) j. Ceci peut aussi s’écrire :

V=(cosacosb—sinasinhi+(sinacosb+ cosasinb) j.
D’autre part, d'apres la propriété de Chasles, anssi :

(T;V)=(T; 0)+(U;V/=a+b+2(k,+k,) m=a+b 2ksm ot K;EZ,

Dans la base orthonormale diretie j) , on a donc :

-

(T; V]=a+b+ 2k; mou Ks€ Z . Donc, par définition ¥ = cos(a+b)i+sin(a+b].
On peut donc conclure que, pour t@& R etb€lR ,on a:

cos(a+bj=cosacosb—sinasinb et sin(a+b)j=sinacosb+cosasinb
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Formules de soustraction

En écrivant quea—b=a+ (—b), et sachant quecos (—x)=cos x et sin(—x)=sin x , on obtient :
cos(a—b)=cos|a+(—b)|=cosa cos|—b| —sinasin(—b)=cosacosb +sinasinb.
sin(a—b)=sin|a+(—b)|= sina cos|—b)+ cosa sin(—b) =sina cosb — cosasin b.

Conclusion :

cos(a—bj=cosacosb+sinasinb et sin(a—b)=sinacosb—cos asinb

Formules de duplication
En écrivant2a =a +a, on peut alors appliquer les formules d’additiamsice cas particulier. Cela
donne :
cos(2 aj =cos(a+ a)=cosacosa—sinasina=cos a—sin’a.
Sachant que cés +sina=1 , on peut aussi écrire :
cos 2a=2cosa—1 ou cos a=1-2sirfa.

De méme sin(2a)=sin(a+ aj=sinacosa+cosasina= 2sina cosa.

Résumé de toutes les formules de trigonométrie amuaitre.

Dans les formules ci-dessoasetb sont deux réels quelconques.

Périodicité2 symétrie d’axeO ;i ; j))

Pour toutk e Z, cos(a+ 2k r)=cosa

T .
) : cos|—-—a|=sina
Pour toutk e Z, sin(a+ 2k ) =sina (2 )

. TT
) sin|— —a|=cosa
Bornées ( 2 )

—l<cota<let—l<sinax<l . , T
rotation d angIeE
Pythagore

. cos(E+a):—sina
cofa+sina=1 2

sin (% + a) =cosa

Tangente
Poura= T+ 2k (kez) tana=3Sn2
2 ' coca Sommes et différences

symétrie d'axéO : i

cos(a+bj=cosacosb—sinasinb
cos(—a)j=cosa cos(a—bj=cosacosb+sinasinb
sin(—a)=-sina

sin(a+bj=sinacosb+cosasinb

symétrie d'axeO ; J) sin(a—b)=sinacosb—cosasinb
cos(mr—aj=—cosa Double

sin(mr—aj=sina
cos(2aj=cos’a—sin‘a
symétrie de centr®

cos2a=2co’a—1

cos(m+a)=—cosa cos 2a=1-2sina

sin(m+a)=-sina _ _
sin2a=2sinacos<a
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