Equations et ensembles de nombres

Un probleme qui se pose parfois est de savoir quel type de momdt a rechercher comme solution d'équation ou
d'inéquation. Précisons cela sur quelques exemples:

L'équation x + 3 = 5 possede la solution uniquegui appartient aux cing ensemblds Z , D , Q etR.

L'équation x + 3 = 2 posséede la solution unique xEqui appartient aux quatre ensemhifésD , Q etR , mais
pas a l'ensembd .

L'équation 2x = 10 possede la solution unique xgaifappartient aux cinqg ensemblds Z , D , Q etR.

L'équation 2x = 9 possede la solution unique x = 4,5 qui apgaraux trois ensembldB , Q et R , mais ni &
I'ensembldN ,ni a I'ensembl&.

L'équation 3x = 1 posséde la solution unique x—é= qui appartient aux deux ensembl®set R , mais pas aux
ensembledN , Z etD.

L'équation X = 4 possede la solution unique x = 2 dans l'enseriblemais deux solutions x =2 ou x =2 dans
les ensembleZ , D , Q etR.

L'équation X = 2 posséde deux solutions x 2 oux=-v2 qui appartiennent a I'ensemtRe, mais a aucun
des ensembldhl , Z , D etQ.

L'équation x = -1 ne possede aucune solution dans chacun desrsembledN , C.

Les phénoménes apparus dans les divers exemples ci-dessienpent de la possibilité ou non de réaliser certaines
opérations dans certains ensembles de nombregtdEn e

L'addition et la multiplication sont toujours possiblesiddes cinq ensembles de nombids Z , D , Q etR. En
revanche, des problemes se posent avec les sdigstsaet les divisions.

La soustraction n'est pas toujours possible ddhs1 — 200N par exemple. En effet, la différence n'est pas
positive lorsque le premier terme est inférieur au secorads ohevient réalisable dans les ensemiedD , Q et R grace
a l'adjonction des nombres négatifs.

La division n'est pas toujours possible ddds > N par exemple. En effet, le quotient n'est pas entier lorsque
le dividende n'est pas un multiple du diviseurpkebléme reste le méme déafis

La division n'est pas toujours possible ddbs 3 0D par exemple. En effet, il existe des quotients non
décimaux. La solution a ce probléme de division n'est apmuitavec I'ensembl® ou toutes les divisions (sauf celle par
zéro ) sont possibles.

Il résulte de I'étude ci-dessus que:

«L'addition et la multiplicatiorsont des opérations trés sympathiques! On peut les réphstut! De plus, leurs
propriétés sont simples:

a+tb=b+a : changement possible de 'ordre etasets.
ab=ba : changement possible de I'ordre desuizcte

(a+b)+c=a+(b+c):tous les regroupetismennt possibles, si bien que I'on écrita+ b + ¢

(ab)c=a(bc) : tous les regroupements gossibles, si bien que I'on écrit abc
a+0=0+a=a : 0 est neutre pour l'additiondasx cotés.
axl=1xa=a : 1 est neutre pour la multiplication desxdsités.
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Grace a la création des nombres négatifs, dans les ensembl®s, Q et R, tout nombre a possede un nombre opposé
(-a) qui le neutralise dans I'addition: a+a() = 0.

A s . . . . 1
Grace a la création des nombres rationnels, dans les eresthbt R, tout nombre & 0 posséde un nombre mversae

: . o 1
=a' quile neutralise dans la multlpllcatlonxag =1.

ax(b+c)=(axb)+ (axc): propriété de distributivité de la multiplication suaddition, qui relie ces deux
opérations.

Cette propriété, peut s'écrire plus simplement sous ladoar( b + ¢ ) = a b + a ¢ en utilisant les conventions d'écriture
des produits et les regles de priorité.

La soustraction et la divisiame présentent pas les mémes avantages, hélas!

La soustraction n'est pas toujours possible dansdmbldN ou il manque les hombres négatifs.
La division n'est pas toujours possible dans IssmbledN , Z etD ou il manque les rationnels non décimaux!

a- b et b— a ne sont pas égaux, mais opposes.

a b 3 .
B et g ne sont pas egaux, mais Inverses.

(a-b)-c#a-(b-c)car:(ab)c=a-(b+c)eta(b-c)=(a—b)+c.

a _a a _a
b/ # (b car: \b =iet b :a—XC.
~—r — ~—r bxc — b

c C c c

a-0=amais @ a=(-a)#a: 0n'est neutre que d'un cote.
a 1 . , s
1° a meusa # a: 1 n'est neutre que d'un cété.

On a cependant la distributivité de la multiplication susdaustraction et la distributivité de la division sur |'dilah et la
soustraction. Ecrivez ci-dessous ces propriétés :

« A titre de réflexion, je vous laisse voir ce queitpgonner I'exponentiation
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