



Nombres


Rappels des connaissances des classes précédentes et compléments.

Ensembles de nombres


( Ensemble ( des entiers naturels.


( Ensemble ( des entiers relatifs.


( Ensemble ( des décimaux relatifs.


( Ensemble ( des nombres rationnels.


( Ensemble ( des nombres réels.

On a les inclusions: ( ( ( ( ( ( ( ( ( signifiant que:


( Tous les entiers naturels sont des entiers relatifs, ce sont les relatifs positifs : 1 = +1 par exemple.

La réciproque est fausse, car il y a des entiers négatifs : (1 par exemple.


( Tous les entiers relatifs sont des décimaux relatifs, ce sont les décimaux entiers :1 = 1,00 par exemple.

La réciproque est fausse, car il y a des décimaux non entiers : 1,5 par exemple.


( Tous les décimaux relatifs sont des rationnels, ce sont les rationnels décimaux : 0,5 = 
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 par exemple.

La réciproque est fausse, car il y a des rationnels non décimaux : 
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 par exemple.


( Tous les rationnels sont des réels, ce sont les réels rationnels : tout ceux qui peuvent s'écrire sous la forme d'un quotient de deux entiers relatifs.

La réciproque est fausse, car il y a des réels irrationnels : 

 par exemple.

L'adjonction d'un des symboles suivants aux ensembles précédents, indiquent:


* : "sauf zéro" . Par exemple: (* : Ensemble des réels non nuls.


+ : "positif ou nul" . Par exemple: (+ : Ensemble des décimaux positifs ou nuls.

( : "négatif ou nul" . Par exemple: (( : Ensemble des entiers négatifs ou nuls.


({a}: "sauf le nombre a" . Par exemple: (({3} : Ensemble des réels sauf 3.

En cumulant deux symboles, on a par exemple : (+* : Ensemble des réels strictement positifs.

Pour les parties de ( d'un seul morceau, on utilise les intervalles:


Intervalles bornés: ( a et b sont 2 réels appelés les bornes de l’intervalle)

[ a ; b ] intervalle fermé.

] a ; b [ intervalle ouvert.

[ a ; b [ intervalle fermé à gauche et ouvert à droite.

] a ; b ] ouvert à gauche et fermé à droite.

Intervalles non bornés:

] a ; ( ( [ intervalle ouvert et non borné à droite.

] ( ( ; a [ intervalle ouvert et non borné à gauche.

] ( ( ; ( ( [ intervalle ouvert, non borné à gauche et non borné à droite.

[ a ; ( ( [ intervalle fermé à gauche, ouvert et non borné à droite.

] ( ( ; a ] intervalle ouvert et non borné à gauche et fermé à droite.

On peut aussi avoir besoin de réunion d'intervalles, par exemple:

] ( ( ; 3 [ ( ] 3 ; 7 [ ( ] 7 ; ( ( [ = ( ({ 3 ; 7 }.

Opérations sur les nombres:

Addition: 

	1er terme : a
	(

	
	 (  (  a + b : somme de a et de b.

	2ème terme : b
	(


Soustraction:

	1er terme : a
	(

	
	 (  (  a ( b : différence entre a et b.

	2ème terme : b
	(


Multiplication:

	1er facteur : a
	(

	
	 (  (  a ( b = a b : produit de a et de b.

	2ème facteur : b
	(


Division:

	dividende : a
	(

	
	  (  (  a / b = 
[image: image3.wmf]b

a

 : quotient de a par b.

	diviseur : b
	(


Dans le cas de fractions (quotients d'entiers), on dit aussi : a : numérateur et b : dénominateur.

Exponentiation:

	base : a
	(

	
	  (  ( a b: puissance de a d’exposant b.

	exposant : b
	(


Fonctions élémentaires:
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Égalités et inégalités



Égalités

Définition:
Une égalité est une phrase mathématique dont le verbe est : =   .

On a:
1er membre  =  2ème membre 
Le premier membre et le deuxième membre sont deux écritures (différentes) d'un même nombre.

Typologie:

(Egalités ne comportant que des signes opératoires et numériques (pas de lettre)
On a deux cas possibles:


- Égalités vraies: 3 + 5 = 8


- Égalités fausses: 1 = 2 ( 3


( Égalités comportant des lettres pour désigner des nombres non précisés:

On peut en distinguer trois sortes:


- Égalités de définition de fonctions:

f(x) = 3x + 1  où x appartient à l'ensemble de définition de la fonction f. x est une variable.

f(x) = ax + b  où x est toujours la variable, mais ici a et b sont supposés connus, bien que non précisés, ils jouent le rôle de paramètres.


- Égalités traduisant une propriété:

a + b = b + a
égalité vraie quels que soient les réels a et b
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égalité vraie pour tout a((+ 
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égalité vraie pour tout a(( et tout b((*  

Ces égalités toujours vraies sont souvent appe​lées des identités et les lettres des paramètres.


- Égalités traduisant un problème posé:

Ces égalités comportent une ou plusieurs lettres appelées inconnues. Elles peuvent être vraies ou fausses, cela dépend des valeurs attribuées à chaque lettre.

Ce genre d'égalité est appelé: équation.

Par exemple, l'égalité x ( 1 = 4 est vraie pour x = 5 mais fausse pour x = 4.

Le problème posé est donc de déterminer les valeurs des inconnues qui rendent l'égalité vraie. Chercher les solutions de ce problème s'appelle: Résoudre l'équation.

Les nombres qui sont solutions du problème s'appellent: les solutions de l'équation.




Inégalités

Définition:
Une inégalité est une phrase mathématique dont le verbe est : < , > , ( ou (   .

On a:
1er membre  <  2ème membre 
(même vocabulaire pour les trois autres signes)

Le premier membre et le deuxième membre sont ainsi ordonnés.

Typologie:

(Inégalités ne comportant que des signes opératoires et numériques (pas de lettre)
On a deux cas possibles:


- Inégalités vraies: 3 + 5 > 6




    3 + 5 ( 8


- Inégalités fausses: 1 ( 2 ( 3


( Inégalités comportant des lettres pour désigner des nombres non précisés:

On peut en distinguer deux sortes:


- Inégalités traduisant une propriété:
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inégalité vraie quels que soient les réels a et b

a + b ( a
inégalité vraie pour tout a(( et tout b((+  

Ici, les lettres jouent le rôle de paramètres.


- Inégalités traduisant un problème posé:

Ces inégalités comportent une ou plusieurs let​tres appelées inconnues. Elles peuvent être vraies ou fausses, cela dépend des valeurs attri​buées à chaque lettre.

Ce genre d'inégalité est appelé: inéquation.

Par exemple, l'inégalité x ( 1 < 4 est vraie pour x = 2 mais fausse pour x = 5.

Le problème posé est donc de déterminer les valeurs des inconnues qui rendent l'inégalité vraie.

Chercher les solutions de ce problème s'appelle: Résoudre l'inéquation.

Les nombres qui sont solutions du problème s'appellent: les solutions de l'inéquation.

Équations et ensembles de nombres:

Un problème qui se pose parfois est de savoir quel type de nombre est à rechercher comme solution d'équation ou d'inéquation. Précisons cela sur quelques exemples:


L'équation x + 3 = 5 possède la solution unique x = 2 qui appartient aux cinq ensembles ( , ( , ( , ( et (.


L'équation x + 3 = 2 possède la solution unique x = (1 qui appartient aux quatre ensembles ( , ( , ( et ( , mais pas à l'ensemble ( .


L'équation 2x = 10 possède la solution unique x = 5 qui appartient aux cinq ensembles ( , ( , ( , ( et (.


L'équation 2x = 9 possède la solution unique x = 4,5 qui appartient aux trois ensembles ( , ( et ( , mais ni à l'ensemble ( ,ni à l'ensemble (.


L'équation 3x = 1 possède la solution unique x = 
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 qui appartient aux deux ensembles ( et ( , mais pas aux ensembles ( , ( et (.


L'équation x2 = 4 possède la solution unique x = 2 dans l'ensemble ( , mais deux solutions

x =2 ou x = (2 dans les ensembles ( , ( , ( et (.


L'équation x2 = 2 possède deux solutions x = 
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 ou x = (
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qui appartiennent à l'ensemble ( , mais à aucun des ensembles ( , ( , ( et (.


L'équation x2 = (1 ne possède aucune solution dans chacun des cinq ensembles ( , (.

Les phénomènes apparus dans les divers exemples ci-dessus proviennent de la possibilité ou non de réaliser certaines opérations dans certains ensembles de nombres. En effet:


L'addition et la multiplication sont toujours possibles dans les cinq ensembles de nombres ( , ( , ( , ( et (. En revanche, des problèmes se posent avec les soustractions et les divisions.


La soustraction n'est pas toujours possible dans ( : 1 ( 2(( par exemple. En effet, la diffé​rence n'est pas positive lorsque le premier terme est inférieur au second, mais devient réalisable dans les ensembles ( , ( , ( et ( grâce à l'adjonction des nombres négatifs.


La division n'est pas toujours possible dans ( : 
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(( par exemple. En effet, le quotient n'est pas entier lorsque le dividende n'est pas un multiple du diviseur. Le problème reste le même dans (.


La division n'est pas toujours possible dans ( : 
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(( par exemple. En effet, il existe des quotients non décimaux. La solution à ce problème de division n'est apporté qu'avec l'ensemble ( où toutes les divisions (sauf celle par zéro ) sont possibles.

Il résulte de l'étude ci-dessus que:


(L'addition et la multiplication sont des opérations très sympathiques! On peut les réaliser partout! De plus, leurs propriétés sont simples:

a + b = b + a

: changement possible de l'ordre des termes.

a b = b a

: changement possible de l'ordre des facteurs.

( a + b ) + c = a + ( b + c ): tous les regroupements sont possibles, si bien que l'on écrit a + b + c

( a b ) c = a ( b c )
: tous les regroupements sont possibles, si bien que l'on écrit abc

a + 0 = 0 + a = a
: 0 est neutre pour l'addition des deux côtés.

a ( 1 = 1 ( a = a
: 1 est neutre pour la multiplication des deux côtés.

Grâce à la création des nombres négatifs, dans les ensembles ( , ( , ( et (, tout nombre a possède un nombre opposé (-a) qui le neutralise dans l'addition: a + ( (a ) = 0.

Grâce à la création des nombres rationnels, dans les ensembles ( et (, tout nombre a ( 0 possède un nombre inverse 
[image: image16.wmf]a

1

 = a(1  qui le neutralise dans la multiplication: a ( 
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 = 1.

a ( ( b + c ) = ( a ( b ) + ( a ( c ) : propriété de distributivité de la multiplication sur l'addition, qui relie ces deux opérations.

Cette propriété, peut s'écrire plus simplement sous la forme: a ( b + c ) = a b + a c en utilisant les conventions d'écriture des produits et les règles de priorité.


(La soustraction et la division ne présentent pas les mêmes avantages, hélas!

La soustraction n'est pas toujours possible dans l'ensemble ( où il manque les nombres négatifs.

La division n'est pas toujours possible dans les ensembles ( , ( et ( où il manque les rationnels non décimaux!

a ( b et b ( a ne sont pas égaux, mais opposés.
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 et 
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 ne sont pas égaux, mais inverses.

( a ( b ) ( c ( a ( ( b ( c ) car : ( a ( b )(c = a ( ( b + c ) et a ( ( b ( c ) = ( a ( b ) + c.
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a ( 0 = a mais 0 ( a = ( (a ) ( a : 0 n'est neutre que d'un côté.
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 ( a: 1 n'est neutre que d'un côté.

On a cependant la distributivité de la multiplication sur la soustraction et la distributivité de la divi​sion sur l'addition et la soustraction. Écrivez ci-dessous ces propriétés :


(A titre de réflexion, je vous laisse voir ce que peut donner l'exponentiation.

Propriétés comparées des égalités et inégalités dans  (

Dans les énoncés des propriétés ci-dessous, sauf précisions particulières, les lettres désignent des nombres réels quelconques.

Égalités

( L'égalité se lit dans les deux sens: elle est sy​métrique :


[ a = b ]   équivaut à:   [ b = a ]
(L'égalité est transitive :


Si les deux égalités:


[ a = b   et   b = c ]   sont vraies


alors, l'égalité [ a = c]  est vraie

On a alors trois écritures du même nombre. On se permet alors d'écrire: a = b = c
( L'égalité est compatible avec l'addition et la soustraction :


[ a = b ]   équivaut à:   [ a + c = b + c ]


[ a = b ]   équivaut à:   [ a ( c = b ( c ]

( Addition membre à membre d'égalités:

Si  [ a = b  et  c = d ]    alors  [ a + c = b + d ]

La réciproque est fausse

( Soustraction membre à membre d'égalités:

Si  [ a = b  et  c = d ]    alors   [ a ( c = b ( d ]

La réciproque est fausse

( Égalité et opposés :

[ a = b ]   équivaut à:   [ ( (a ) = ( (b ) ]
( L'égalité est compatible avec la multiplication par un réel non nul.

[ a = b et c ( 0 ] équivaut à: [ ac = bc et c ( 0]

Attention: Si c = 0, on a ac =bc sans for​cément avoir a = b !

( Multiplication membre à membre :

Si  [ a = b et c = d ]  alors  [ ac = bd ]
La réciproque est fausse.

( Égalité et inverses :

[ a = b et a ( 0 et b ( 0 ]


équivaut à : [ 
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 et a ( 0 et b ( 0 ]

Inégalités
( L'inégalité n'est pas symétrique, mais on a:


[ a < b ]   équivaut à:   [ b > a ]

[ a ( b]   équivaut à:   [ b ( a ]
( L'inégalité est transitive :


Si les deux égalités:


[ a < b   et   b < c ]   sont vraies


alors, l'égalité [ a < c ]  est vraie

On peut donc ordonner les trois nombres. On se permet alors d'écrire: a < b < c.
( L'inégalité est compatible avec l'addition et la soustraction :


[ a < b ]   équivaut à:   [ a + c < b + c ]


[ a < b ]   équivaut à:   [ a ( c < b ( c ]

( Addition membre à membre d'inégalités:

Si  [ a < b  et  c < d ]    alors   [ a + c < b + d ]

La réciproque est fausse

Pour la soustraction, la propriété n'est plus vraie. En effet, si a < b et c < d , on ne peut pas compa​rer a ( c et b ( d.

Cependant, sachant qu'alors ( (d ) < ( (c ) , on peut conclure que: a ( d < b ( c.

( Inégalité et opposés

[ a < b ]   équivaut à:   [ ( (a ) > ( (b ) ]
( L'inégalité est compatible avec la multiplica​tion par un réel strictement positif.

[ a < b et c > 0]  équivaut à:   [ ac < bc et c > 0 ]

Attention: Si a < b avec c = 0 , on ob​tient : ac = bc = 0 !

( Multiplication par un réel strictement négatif :

[ a < b et c < 0]  équivaut à:   [ ac > bc et c < 0 ]
(((Changement de sens de l'inégalité (((
( Multiplication membre à membre d'inégalités de nombres strictement positifs :

Si [ 0 < a < b et 0 < c < d ]  alors  [ 0 < ac < bd ]
La réciproque est fausse.

( Inégalité et inverses de réels strictement posi​tifs :

[ 0 < a < b ]   équivaut à:   [ 0 < 1/b < 1/a ]
(((L'ordre est inversé!
( L'égalité est compatible avec la division par un réel non nul :

[ a = b et c ( 0 ] équivaut à : [ 
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Bien sûr, pas question de diviser par zéro!

( Division membre à membre :

Si  [ a = b et c = d et c ( 0 et d ( 0 ]

alors:   [
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 ]
La réciproque est fausse.


( L'inégalité est compatible avec la division par un réel strictement positif.

[ a < b et c > 0 ] équivaut à: [ 
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 et c > 0 ]
(Division par un réel strictement négatif

[ a < b et c < 0 ] équivaut à: [ 
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 et c < 0 ]
(((Changement de sens de l'inégalité (((
( Pas de propriété de division membre à membre, même pour les réels strictement positifs.

En effet, si 0 < a < b et 0 < c < d , on ne peut pas comparer 
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Cependant, sachant qu'alors 0 < 
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 , on peut conclure que: 0 < 
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