Notions d’équations différentielles, de primitives – Méthode d’ Euler

Equations différentielles :


Une équation différentielle est une égalité reliant une fonction inconnue, la variable et les dérivées de cette fonction inconnue. Résoudre une équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions rendant cette égalité vraie pour toutes les valeurs de la variable prises dans l’ensemble de définition de ces fonc​tions.

Exemple :


La fonction f définie sur ( par f(x) = cos(3x) est solution de l’équation différentielle : f (( = (9f .

En effet, pour tout x((, f ((x) = (3 sin(3x)  et f (((x) = (9 cos(3x) = (9 f(x) .


Ce n’est pas la seule solution de cette équation. Par exemple : f(x) = sin(3x) est aussi solution de cette équation différentielle.


En général, les équations différentielles ont une infinité de solutions.

Notations usuelles et abus d’écriture :


Traditionnellement, la fonction inconnue est souvent désignée par la lettre y et la variable par la lettre x.

La phrase : « Résoudre dans ( l’équation différentielle y ( ( y = 2x  » signifie :

« Trouver toutes les fonctions y dérivables sur ( telles que, pour tout x((, on ait : y ((x) ( y(x) = 2x »

Vocabulaire :


L’équation différentielle précédente est dite du premier ordre, car seule sa dérivée première inter​vient. L’équation différentielle de l’exemple du dessus était du deuxième ordre.

L’équation différentielle y ( ( y = 0 est appelée équation différentielle sans second membre associée à l’équation y ( ( y = 2x .

Remarque :


La résolution des équations différentielles est, en général, un problème difficile à résoudre. En classe terminale scientifique, nous étudierons seulement des cas simples.

Notion de primitive:

Résoudre une équation différentielle du type: y ( = f où f est une fonction connue revient à chercher toutes les fonctions dérivables y dont la dérivée est connue.


Les solutions y de cette équation différentielle élémentaire sont appelées les primitives de la fonc​tion f.

Exemple :


Les fonctions F définies sur ( par: F(x) = x2 + C (où C est une constante réelle quelconque) sont les primitives de la fonction f définie sur ( par f(x) = 2x . En effet : F ( = f .

Remarques:


Les primitives d’une même fonction diffèrent d’une constante, car la dérivée d’une constante est 0.


Parmi l’infinité de primitives que possède une fonction, on peut montrer qu’il y en a une unique prenant une valeur fixée y0  pour une valeur donnée x0 , c’est à dire, telle que F(x0 ) = y0 . Nous démontre​rons cela plus tard dans la leçon sur les primitives, mais regardons ce que cela donne sur notre exemple:

L’unique primitive G de f définie sur ( par f(x) = 2x et telle que G(1) = 3 est définie par: G(x) = x2 + 2  (La condition G(1) = 3 permet de donner une valeur unique à la constante C).

Méthode d’Euler:
Problème:


f étant une fonction définie sur un intervalle I, on cherche une fonction F, dérivable sur I, telle que, pour tout x(I, F ((x) = f(x) et F(x0 ) = y0 où x0 (I et y0 (( (x0 et y0 nombres donnés).

Cela revient à trouver la primitive F de f sur I telle que: F(x0 ) = y0 .


Ce problème peut-être résolu directement si l’on sait que f est la dérivée d’une fonction connue (Utilisation des formules de dérivation). Mais, bien souvent, cela n’est pas le cas. On peut donc être amené à utiliser une méthode d’approximation de cette fonction F. La méthode mise au point par le grand mathé​maticien Leonhard Euler répond à cette préoccupation. A l’aide d’exemples, nous allons voir comment cette méthode fonctionne, mais regardons auparavant le principe général de cette méthode :

Propriété utilisée:

Soit F une fonction dérivable sur un intervalle I et x0 ( I.

Pour tout réel h non nul et proche de 0 tel que  x0 + h ( I , on a: F(x0 + h) ( F(x0) + h F ((x0) 
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Lorsque F est dérivable en x0 et lorsque h tend vers 0, le point M1 devient très proche du point P1 . La mé​thode d’Euler utilise cette propriété pour construire une approximation de la courbe (CF ) à l’aide de seg​ments de droites.

Principe de la méthode:


On place le point M0 ( x0 ;  y0 ) qui est un point exact de la courbe (C) de F.

Soit h un réel non nul, très proche de 0.

On pose :  x1 = x0 + h,  x2 = x1 + h, …, xn = xn(1 + h  et on calcule, à l’aide de la propriété citée plus haut, une valeur approchée  y1 de F(x1), y2 de F(x2), …, yn de F(xn) en procédant de la façon suivante:

F est dérivable en x0 donc :  F(x0 + h) ( F(x0) + h F ((x0) , c’est à dire: F(x1) ( y0 + h f(x0)

En posant   y0 + h f(x0) = y1  on obtient   F(x1) ( y1
F est dérivable en x1 donc : F(x1 + h) ( F(x1) + h F ((x1) , c’est à dire: F(x2) ( y1 + h f(x1)

En posant   y1 + h f(x1) = y2  on obtient   F(x2) ( y2
Et ainsi de suite …


Un nombre x0 ( I étant fixé, pour tout réel h strictement positif, on construit ainsi deux suites (xn) et (yn) définies sur ( par les formules de récurrence:


xn+1 = xn + h

y0 = F(x0)   et   yn+1 = yn + h f(xn)


Ces deux suites fournissent la suite des points : Mn (xn ; yn ) où n ((.

Pour h très proche de 0, la courbe constituée des segments [M0M1], [M1M2], …,[Mn(1Mn]  approche la courbe exacte (C) de F. Plus h est proche de 0, plus cette approximation est bonne. Cette courbe approchée étant une ligne polygonale, c’est la représentation graphique d’une fonction affine par intervalles.


La construction décrite est illustrée par le graphique ci dessous :
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Etude d’exemples :


1) Observation de l’approximation donnée par la méthode d’Euler sur un exemple où l’on connaît déjà la fonction primitive.

Soit f définie sur ( par f(x) = x2 .

La fonction f est la primitive de la fonction f ( définie sur ( par f ((x) = 2x  et telle que : f(0) = 0.


En prenant x0 = 0, pour tout réel h strictement positif, on construit les deux suites (xn) et (yn) défi​nies sur ( par les formules de récurrence:


xn+1 = xn + h

y0 = f(x0) = x02 = 0   et   yn+1 = yn + h f ((xn) = yn + 2 h xn .


Pour h = 0,1  , on obtient :

x0 = 0
x1 = 0 + 0,1 = 0,1
x2 = 0,1 + 0,1 = 0,2

x3 = 0,2 + 0,1 = 0,3

y0 = 0
y1 = 0 + 2(0,1(0 = 0
y2 = 0 + 2(0,1(0,1 = 0,02
y3 = 0,02 + 2(0,1(0,2 = 0,06

On poursuit ainsi le calcul pour les entiers successifs. Ceci peut être programmé sur une calculette, ou mieux, sur un tableur. J’ai réalisé ce calcul pour différentes valeurs de h et comparé les résultats obtenus par la méthode d’Euler avec les valeurs exactes connues (y = x2 ). Un graphique illustre aussi cela.
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	n
	xn
	yn
	xn*xn
	
	n
	xn
	yn
	xn*xn

	0
	0
	0
	0
	
	0
	0
	0
	0

	1
	0,5
	0
	0,25
	
	1
	0,1
	0
	0,01

	2
	1
	0,5
	1
	
	2
	0,2
	0,02
	0,04

	3
	1,5
	1,5
	2,25
	
	3
	0,3
	0,06
	0,09

	4
	2
	3
	4
	
	4
	0,4
	0,12
	0,16

	5
	2,5
	5
	6,25
	
	5
	0,5
	0,2
	0,25

	6
	3
	7,5
	9
	
	6
	0,6
	0,3
	0,36

	
	
	
	
	
	7
	0,7
	0,42
	0,49
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	8
	0,8
	0,56
	0,64

	
	
	
	
	
	9
	0,9
	0,72
	0,81

	n
	xn
	yn
	xn*xn
	
	10
	1
	0,9
	1

	0
	0
	0
	0
	
	11
	1,1
	1,1
	1,21

	1
	0,25
	0
	0,0625
	
	12
	1,2
	1,32
	1,44

	2
	0,5
	0,125
	0,25
	
	13
	1,3
	1,56
	1,69

	3
	0,75
	0,375
	0,5625
	
	14
	1,4
	1,82
	1,96

	4
	1
	0,75
	1
	
	15
	1,5
	2,1
	2,25

	5
	1,25
	1,25
	1,5625
	
	16
	1,6
	2,4
	2,56

	6
	1,5
	1,875
	2,25
	
	17
	1,7
	2,72
	2,89

	7
	1,75
	2,625
	3,0625
	
	18
	1,8
	3,06
	3,24

	8
	2
	3,5
	4
	
	19
	1,9
	3,42
	3,61

	9
	2,25
	4,5
	5,0625
	
	20
	2
	3,8
	4

	10
	2,5
	5,625
	6,25
	
	21
	2,1
	4,2
	4,41

	11
	2,75
	6,875
	7,5625
	
	22
	2,2
	4,62
	4,84

	12
	3
	8,25
	9
	
	23
	2,3
	5,06
	5,29
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	5,52
	5,76

	
	
	
	
	
	25
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	6,25

	
	
	
	
	
	26
	2,6
	6,5
	6,76

	
	
	
	
	
	27
	2,7
	7,02
	7,29

	
	
	
	
	
	28
	2,8
	7,56
	7,84

	
	
	
	
	
	29
	2,9
	8,12
	8,41

	
	
	
	
	
	30
	3
	8,7
	9
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Voici, à titre d’exemple, les formules utilisées pour ce calcul sur le tableur Excel 97 pour le premier tableau :


Voici maintenant les graphiques correspondant aux approximations obtenues avec la méthode d’Euler pour les 3 valeurs de h, ainsi que la courbe de la fonction carré.

[image: image4.wmf]0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

h=0,1

h=0,25

h=0,5

y=x*x



2) Exemples à traiter vous-même, à l’aide d’une calculatrice ou d’un tableur :

A l’aide de la méthode d’Euler, déterminer des approximations graphiques des solutions des équations différentielles :



a) y ((x) = 
[image: image3.wmf]x

1

 avec y(1) = 0 à étudier sur [ 1 ; 3 ]



b) y ((x) = y(x) avec y(0) = 1 à étudier sur [ 0 ; 3 ]

Dans le premier exemple, comparer la solution obtenue avec la fonction logarithme népérien notée ln sur calculatrice ou sur tableur.

Dans le deuxième exemple, comparer la solution obtenue avec la fonction exponentielle de base e notée exp sur tableur et ex sur calculatrice.
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solution

		pas		0.5								pas		0.1

		n		xn		yn		xn*xn				n		xn		yn		xn*xn

		0		0		0		0				0		0		0		0

		1		0.5		0		0.25				1		0.1		0		0.01

		2		1		0.5		1				2		0.2		0.02		0.04

		3		1.5		1.5		2.25				3		0.3		0.06		0.09

		4		2		3		4				4		0.4		0.12		0.16

		5		2.5		5		6.25				5		0.5		0.2		0.25

		6		3		7.5		9				6		0.6		0.3		0.36

												7		0.7		0.42		0.49

		pas		0.25								8		0.8		0.56		0.64

												9		0.9		0.72		0.81

		n		xn		yn		xn*xn				10		1		0.9		1

		0		0		0		0				11		1.1		1.1		1.21

		1		0.25		0		0.0625				12		1.2		1.32		1.44

		2		0.5		0.125		0.25				13		1.3		1.56		1.69

		3		0.75		0.375		0.5625				14		1.4		1.82		1.96

		4		1		0.75		1				15		1.5		2.1		2.25

		5		1.25		1.25		1.5625				16		1.6		2.4		2.56

		6		1.5		1.875		2.25				17		1.7		2.72		2.89

		7		1.75		2.625		3.0625				18		1.8		3.06		3.24

		8		2		3.5		4				19		1.9		3.42		3.61

		9		2.25		4.5		5.0625				20		2		3.8		4

		10		2.5		5.625		6.25				21		2.1		4.2		4.41

		11		2.75		6.875		7.5625				22		2.2		4.62		4.84

		12		3		8.25		9				23		2.3		5.06		5.29

												24		2.4		5.52		5.76

												25		2.5		6		6.25

												26		2.6		6.5		6.76

												27		2.7		7.02		7.29

												28		2.8		7.56		7.84

												29		2.9		8.12		8.41

												30		3		8.7		9





tableaux_vides

		pas h :		0.5								pas h :		0.1

		n		xn		yn		xn*xn				n		xn		yn		xn*xn

		0		0								0		0

		1		0.5								1		0.1

		2		1								2		0.2

		3		1.5								3		0.3

		4		2								4		0.4

		5		2.5								5		0.5

		6		3								6		0.6

												7		0.7

		pas h :		0.25								8		0.8

		n		xn		yn		xn*xn				9		0.9

		0		0								10		1

		1		0.25								11		1.1

		2		0.5								12		1.2

		3		0.75								13		1.3

		4		1								14		1.4

		5		1.25								15		1.5

		6		1.5								16		1.6

		7		1.75								17		1.7

		8		2								18		1.8

		9		2.25								19		1.9

		10		2.5								20		2

		11		2.75								21		2.1

		12		3								22		2.2

												23		2.3

												24		2.4

												25		2.5

												26		2.6

												27		2.7

												28		2.8

												29		2.9

												30		3



&C&"Arial,Gras"&12&UMéthode d'Euler - Exemple de la fonction carré
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graphique
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