Compléments sur les équations différentielles

Rappels

Voir aussi livre page 154.

Nous avions prouvé, lors de l'étude de la fonction exponentielle que:


Les fonctions solutions de l'équation différentielle y' = ay (a réel donné) sont les fonctions 
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 où C est une constante réelle quelconque.


Parmi ces solutions, il y en a une unique qui prend la valeur y0 pour x = x0 , c'est à dire telle que:

y' = ay et y(x0) = y0 . Cette solution est définie sur ( par: 
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On sait en particulier que la fonction f:
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 est l'unique solution de l'équation différentielle y' = y prenant la valeur 1 lorsque x = 0 car f ' = f et e0 = 1.

Equations de la forme y' = ay + b

On cherche à résoudre l'équation différentielle y' = ay + b (équation 1) avec a((* et b(R .

On appelle équation sans second membre associée à l'équation 1, l'équation différentielle: y' = ay (équation 2)

La fonction g : 
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  est solution de l'équation 1. En effet: g'(x) = 0 et 
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Alors la condition « f est solution de l'équation 1 » est équivalente à: « pour tout x(( , f '(x) ( a f(x) = b ».

La fonction g étant solution de l'équation 1, on a aussi: pour tout x(( , g '(x) ( a g(x) = b.

« f est solution de l'équation 1 » peut donc se traduire par: f '(x) ( a f(x) = g '(x) ( a g(x) pour tout x((, c'est à dire: pour tout x((, f '(x) ( g'(x) = a f (x) ( a g(x) . Cette égalité s'écrit encore ( f ( g)' = a ( f ( g) .

Ainsi : « f est solution de l'équation 1 » équivaut à: « f ( g est solution de l'équation 2 »

Or, les solutions de l'équation 2 sont de la forme: 
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Donc les solutions de l'équation 1 sont les fonctions : 
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D'où le théorème:
Soit l'équation différentielle y' = ay + b  avec a((* et b(R et son équation sans second membre associée: y' = ay

Alors:


Il existe une fonction constante g, solution particulière de l'équation différentielle y' = ay + b , elle est définie sur ( par:
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L'ensemble des solutions de l'équation différentielle y' = ay + b s'obtient en ajoutant g à une solution quelconque de l'équation sans second membre.

Toutes les solutions de l'équation différentielle y' = ay + b sont donc les fonctions :
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   où C est un réel quelconque

Remarque : si a = 0, les solutions de y' = b sont les fonctions affines . 
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où k(( .

Comme pour l'équation différentielle y' = ay , il est facile de vérifier que:


Il existe une unique solution de l'équation différentielle y' = ay + b vérifiant la condition initiale:

y(x0) = y0  (x0 et y0 réels donnés).

Exemple: Déterminons la fonction h telle que, pour tout x((, on ait: h'(x) = 2 h(x) ( 1 et h(1) = 2 .

Cette équation différentielle est de la forme: y' = a y + b avec a = 2 et b = (1 .

Ses solutions sont de la forme: 
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 où la constante C est déterminée par la condition: h(1) = 2.

Après calculs, on obtient: 
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