Fonctions exponentielles et logarithmes de base a
Définitions:



Pour tout a(] 0 ; +( [ , on définit sur IR  la fonction  expa , exponentielle de base a, par:



expa  (x) = ax  = ex ln a


Par exemple:

( 

 est la fonction exponentielle de base e déjà connue. L’exposant x est, bien sûr, le logarithme népérien de ex .


( 

 est la fonction exponentielle de base 2. Elle est définie sur IR  . C’est le « prolongement » à tous les nombres réels de la suite géométrique un des puissances de 2, de raison 2 et de premier terme u0 = 1 qui est seulement définie sur (. L’exposant x est le logarithme de base 2 de 2x .

( 

 est la fonction exponentielle de base 10. Elle est définie sur IR  . C’est le « prolongement » à tous les nombres réels de la suite géométrique un des puissances de 10, de raison 10 et de premier terme u0 = 1 qui est seulement définie sur (. L’exposant x est le logarithme décimal de 10x .




Pour tout a(] 0 ; +( [ , on définit sur ] 0 ; +( [ la fonction  loga , logarithme de base a, par:
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   et pour a = 10 , on a le logarithme décimal: 
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NB: seule la fonction logarithme décimal est explicitement à votre programme.

Par exemple:

( 
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 est la fonction logarithme de base e , c'est à dire la fonction logarithme népérien déjà connue. x est, bien sûr, l'exponentielle de base e de ln(x).
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[image: image4.wmf]2

ln

x

ln

)

x

(

log

x

2

=

a

 est la fonction logarithme de base 2. On a: 
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 est la fonction logarithme décimal que vous utilisez pour calculer le PH en chimie. On a, comme vous le savez déjà: 
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Propriétés:


1) La fonction logarithme décimal est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur ] 0 ; +( [. Ses propriétés de calcul sont analogues à celles de la fonction logarithme népérien:

Pour a(] 0 ; +( [ et b(] 0 ; +( [ , on a: log (ab) = log (a) + log (b) , 
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 , log (an ) = n log a


2) Liaison entre exponentielle de base a et logarithme de base a:


La fonction  expa : 

 de IR  vers ] 0 ; +( [ , est la bijection réciproque de la fonction:   loga : 

 de ] 0 ; +( [ vers IR  .

En effet, pour tout x(IR  et y(] 0 ; +( [ , on a les équivalences:


y = ax  

  ln y = x ln a  

  





3) Dérivabilité des fonctions exponentielles de base a:


La fonction expa : 

  est dérivable sur IR . Sa dérivée est la fonction: 

.

Pour le vérifier, il suffit d’utiliser: (eu ) ' = u' eu .


On remarque de plus que l’on a: expa ' = ln a ( expa . La dérivée est donc proportionnelle à la fonction. On retrouve ici les solutions des équations différentielles du type f ' = k f, où f est une fonction et k un réel.

En posant  ici k = ln a , c'est à dire a = ek  , on retrouve les solutions de ces équations:



f(x) = C ekx = C ex ln a  = C ax    où C est une constante réelle.


3) Sens de variation des fonctions exponentielles de base a :


( Lorsque a > 1, la fonction 

 est strictement croissante sur IR .


( Lorsque 0 < a < 1, la fonction 

 est strictement décroissante sur IR .


( Lorsque a = 1, la fonction 

 est constante sur IR ( 1x  = 1 ).
En effet, si a > 1, on a: ln a > 0 , la dérivée est donc strictement positive sur IR  . Si 0 < a < 1, la dérivée est donc strictement négative sur IR    et enfin, si a = 1, on a: ln 1 = 0, donc la dérivée est toujours nulle.


4) Limites des fonctions exponentielles de base a 


Se déduisent de celles de la fonction exponentielle de base e. D’où les tableaux de variation:
 

Pour a > 1:




Pour 0 < a <1:





[image: image9.wmf]x

a

x

0

0

+

¥

+

¥



Liaison avec les suites géométriques:


La restriction de la fonction 

  à ( est la suite géométrique de premier terme u0 = 1 et de raison a, c’est à dire la suite un = an  des puissances entières de a. Ceci explique que l’on dise que les suites géométriques ont une progression exponentielle.


Par exemple, une population de germes bactériens double tous les jours. Au temps t = 0, on a 1 germe; après n jours, on a 2n bactéries ( suite géométrique de raison 2 ). Au bout de 10 jours et demi, on a: 
210,5 ( 1448 bactéries ( fonction exponentielle de base 2). Le million de germes sera atteint lorsque 2n = 106 , c’est à dire n = log2 (106 ) = 

 = 

 jours.

Fonctions puissances

Définition:

Pour tout ((IR , on définit sur l'intervalle ] 0 ; + ( [, la fonction f( , puissance d'exposant (, par:



f(  (x) = x( = e( ln x .
Leur étude générale n'est pas au programme, mais vous savez déjà que:

1) Si ( est un entier naturel, f(  est définie sur IR .


Si ( = 0, f( est la fonction constante égale à 1.


Si ( est pair, f( est paire et strictement décroissante sur IR  (  et strictement croissante sur IR  + .


Si ( est impair, f( est impaire et strictement croissante sur IR  .

2) Si ( est un entier relatif strictement négatif, f(  est définie sur IR  * .


Si ( est pair, f( est paire et strictement croissante sur IR  (   *  et strictement décroissante sur IR  +  *.


Si ( est impair, f( est impaire et strictement décroissante sur IR  (   *  et sur IR  +  *.

3) Si 

, où n( IN  *  , on retrouve alors la fonction racine nième déjà étudiée comme bijection réci​proque de la fonction puissance nième . Bien que cela ne soit pas conforme à la définition générale, vous remar​querez que certaines calculatrices acceptent, pour n impair, 

 lorsque x ( 0, car dans ce cas, 

 est une bijection de ( sur (. Donc une bijection réciproque peut alors être définie sur (.
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