



DENOMBREMENTS
EXERCICE D'INTRODUCTION:


Un sac contient 5 jetons marqués A, B, C, D et E.

I) Tirages ordonnés avec remise:

On extrait du sac un premier jeton, on note la lettre marquée dessus, puis on le remet dans le sac.
On extrait du sac un deuxième jeton, on note la lettre marquée dessus, puis on le remet dans le sac.
On extrait du sac un troisième jeton, on note la lettre marquée dessus.

1) Déterminez tous les tirages différents possibles. Donnez un procédé simple pour les dénombrer.

2) Etude du cas général: n et p étant 2 entiers supérieurs à 0, le sac contient n jetons et on extrait du sac p fois un jeton, en le remettant dans le sac après chaque tirage. Imaginez une formule générale donnant le nom​bre de tous les tirages différents possibles.


II) Tirages ordonnés sans remise:

A) Sans épuisement de tous les jetons:
On extrait du sac un premier jeton, on ne le remet pas dans le sac.
On extrait du sac un deuxième jeton, on ne le remet pas dans le sac.
On extrait du sac un troisième jeton.

Déterminez tous les tirages différents possibles. Donnez un procédé simple pour les dénombrer.

B) Avec épuisement de tous les jetons:
On extrait du sac un premier jeton, on ne le remet pas dans le sac.
On extrait du sac un deuxième jeton, on ne le remet pas dans le sac.
On extrait du sac un troisième jeton, on ne le remet pas dans le sac.
On extrait du sac un quatrième jeton, on ne le remet pas dans le sac.
On extrait du sac le dernier jeton.

Déterminez tous les tirages différents possibles. Donnez un procédé simple pour les dénombrer.

Comparer avec le nombre de toutes les permutations possibles des cinq lettres.

C) Etude du cas général: n et p étant 2 entiers supérieurs à 0 tels que p ( n, le sac contient n jetons et on extrait du sac p fois un jeton sans le remettre dans le sac. Imaginez une formule générale donnant le nombre de tous les tirages différents possibles. Qu’obtient-on de particulier pour n = p ?


III) Tirages simultanés ( sans ordre et sans remise):

On extrait du sac simultanément un groupe de 3 jetons.

1) Déterminez tous les tirages différents possibles. Donnez un procédé simple pour les dénombrer.

2) Etude du cas général: n et p étant 2 entiers supérieurs à 0 tels que p ( n, le sac contient n jetons et on extrait simultanément du sac un groupe de p jetons. Imaginez une formule générale donnant le nombre de tous les tirages différents possibles.






DENOMBREMENTS
NB: Les p-listes , les arrangements et permutations ne sont plus "officiellement" au programme de la classe de TS, mais il paraît difficile, à moins d'admettre certains résultats, de ne pas en parler ici. Les seules connaissances explicitement exigibles au bac concernent les combinaisons. Pour les autres notions, on peut se "débrouiller" avec des tableaux, schémas ou arbres …


P - LISTES:

Définition:


E étant un ensemble fini et p un entier naturel supérieur à 1, une p-liste d'éléments de E est une suite ordonnée composée de p éléments de E ( pas forcément tous différents ).

Exemple:
Soit E est l'ensemble à deux éléments: E = { 0 ; 1 }.

Les 3-listes de E sont: (0;0;0), (0;0;1), (0;1;0), (0;1;1), (1;0;0), (1;0;1), (1;1;0) et (1;1;1).
L'ensemble des 3-listes de E est noté E3 et possède 8 éléments.
Vocabulaire:

( Une 2-liste s'appelle un couple: Vous connaissez déjà le couple des coordonnées d'un point du plan.

( Une 3-liste s'appelle un triplet.

( Une 4-liste s'appelle un quadruplet.

( Une 5-liste s'appelle un quintuplet.

( Une p-liste s'appelle aussi un p-uplet.


Remarque: On trouve les listes comme outil sur la plupart des calculatrices programmables.

Propriété:


Le nombre de p-liste d'un ensemble à n éléments est: np .

Exemple: Le nombre de couples d'un ensemble à 10 éléments est 102 = 100.
On retrouve le résultat bien connu: Il y a 100 nombres à deux chiffres: 00; 01; 02; 03;.........jusqu'à  ......98; 99.



ARRANGEMENTS ET PERMUTATIONS:

Voir aussi le livre p 298-299.

Factorielle:

Pour n(N* , n! est le produit des entiers naturels inférieurs ou égaux à n:



n! = 1 ( 2 ( 3 (......( (n(1) ( n

Exemples:

5! = 1 ( 2 ( 3 ( 4 ( 5 = 120

1! = 1 : Pour n = 1, il n'y a qu'un facteur.

Pour n = 0, on pose par convention: 0! = 1.

La plupart des calculatrices scientifiques possèdent la touche n! : Repérez-la et essayez-la!

Arrangements:

Soit E un ensemble ayant n éléments et p un entier tel que: 0 < p ( n .

( Une p-liste d'éléments de E tous différents, s'appelle un p-arrangement de E. On dit aussi: un arran​gement de p éléments de E ou bien une p-liste sans répétition.


Exemple:

Si E est l'ensemble à 3 éléments: E = { 0 ; 1 ; 2 }, les 2-arrangements de E sont: (0;1), (0;2), (1;0), (1;2), (2;0), (2;1). Il y en a 6.

( Le nombre de p-arrangements de E est noté: 

 .Il est égal à:




 : produit composé de p facteurs entiers décroissants d'une unité à partir de n.



Exemples:


( 




( Si p = 1, il n'y a qu'un facteur: 




( Si p = n, il y a n facteurs: 




( Sur les calculatrices, les arrangements peuvent être calculés à l'aide de la touche nPr, ou d'une commande analogue située dans le menu proba.


Propriété:




Permutations:

Soit E un ensemble à n éléments.

Une permutation de E est un n-arrangement des éléments de E. Elle possède 

 éléments.


Exemple: 

Si E est l'ensemble à 3 éléments: E = { 0 ; 1 ; 2 }, les permutations de E sont: (0;1;2), (0;2;1), (1;0;2), (1;2;0), (2;0;1), (2;1;0). Il y en a 3! = 6.





COMBINAISONS:


Voir aussi le livre p 300-301.

Définition:


Soit E un ensemble ayant n éléments et p un entier tels que: 0 < p ( n .

Une combinaison de p éléments de E est un sous-ensemble de E à p éléments.


Exemple: 

Si E est l'ensemble à 4 éléments: E = { 0 ; 1 ; 2 ; 3}, les 3-combinaisons de E sont: {0;1;2}, {0;1;3}, {0;2;3} et {1;2;3}. Il y en a 4


Remarque: Les combinaisons sont mises entre deux accolades, car ce sont des sous-ensembles de E.

Cela signifie que:



( L'ordre des éléments n'intervient pas.



( Il n'y a pas de répétition d'éléments.


Propriété:

Le nombre de combinaisons de p éléments d'un ensemble à n éléments est:
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    qui se lit: "p parmi n"



Exemples: 


( 
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( Sur les calculatrices, les combinaisons peuvent être calculés à l'aide de la touche nCr, ou d'une commande analogue située dans le menu proba.



( Vous pouvez aussi parfois trouver l'ancienne notation 
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Exercice:

1) A l'aide de la formule, calculer: 
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. Interpréter les résultats trouvés.

2) Pour 0 < p ( n , comparer:


a) 
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b) 
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Propriétés des 
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( Pour tout entier naturel n et p tels que: 0 < p < n , on a:
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( Triangle de Pascal:
Table de calcul des 
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 utilisant la dernière formule ci-dessus.


	n((p(
	0
	1
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	4
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Formule du binôme de Newton:

Si a((, b(( et n((, alors:
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Ce qui peut s'écrire de façon plus condensée:
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Exemples:
( a + b )2 = a2 + 2ab + b2



( a + b )5 =
( a + b )3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 


( a + b )6 =
( a + b )4 =




( a + b )7 =



Cas particulier:


Si on prend a = b = 1, on a: 
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On obtient donc la formule: 
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Ceci peut s'interpréter par la propriété:


( Un ensemble à n éléments possède 2n sous-ensembles (y compris ( et lui-même).
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