Lois continues de probabilité

Exercices d'introduction

Exercice 1: Loi uniforme sur [ 0 ; 1 ]
On choisit au hasard un nombre réel dans l'intervalle [ 0 ; 1 ].

Le but du problème est de créer une loi de probabilité sur [ 0 ; 1 ] capable de modéliser ce choix.

A) Choix de l'univers

Quel univers ( se trouve naturellement associé à cette expérience ?


En quoi se distingue-t-il des univers déjà rencontrés ?

B) Probabilité d'un réel

Lorsque ( est un ensemble fini {al, a2, ..., an}, pour définir une loi de probabilité sur (, il suffit de connaître les probabilités de tous les événements élémentaires, c'est à dire les réels p({a1}), p({a2}),  ..., p({an}), tous positifs ou nuls et de somme l. Voyons si cette approche « point par point » est généralisable ici.


1) Conjectures : lequel des événements paraît le plus probable :



« obtenir 0 »  ,  « obtenir 
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 »  ,  « obtenir 
[image: image2.wmf]2

3

 »  ou  « obtenir ( » ?

Quelles probabilités pourrait-on leur associer ?


2) Un raisonnement par l'absurde :

Les issues devant être équiprobables, on pose, pour tout x([ 0 ; 1 ] , p({x})  = k avec k réel fixé.

De façon évidente, k est soit nul, soit non nul ! Supposons que l'on ait: k ( 0.

Pour n((*, on considère l'événement En = {
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 , ..., 
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 }.

Exprimer p(En) en fonction de k et de n, et montrer que pour n suffisamment grand, on a p(En) > l.

Que peut-on en déduire pour k ?


3) Bilan:

p étant une loi de probabilité modélisant le choix au hasard d'un réel dans [ 0 ; 1 ] , donner p({x})



a) lorsque x([ 0 ; 1].



b) lorsque x([ 0 ; 1].

Peut-on envisager de définir p en se donnant p({x}) pour tout réel x([ 0 ; 1 ] ?

C) Probabilité d'un intervalle

1) Conjectures :

On admet que les réels sont uniformément répartis dans l'intervalle [ 0 ; 1] .

Quelle probabilité serait-il naturel d'associer à l'événement « obtenir un réel inférieur ou égal à 
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 » ?

Que pourraient valoir de même : 
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, p( [ 0,45 ; 0,55 ] ) et p( [ 3 ; 4 ] ) ?


2) Construction de la probabilité p :

On généralise les résultats intuitifs précédents en convenant que la probabilité d'un intervalle [ a ; b ] inclus dans [ 0 ; 1 ] est proportionnelle à sa longueur b ( a.

En prenant ((] 0 ; 1 [ et ((] 0 ; 1 [ , calculer: p([ ( ; ( ]) , p([ ( ; ( [ ) , p(] (( ; ( ]) et p([ ( ; +( [) .

D) Notion de densité de probabilité

D'après les parties B) et C), la probabilité d'obtenir 
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 et celle d'obtenir ( sont nulles. Pourtant, la probabilité d'obtenir un nombre voisin de 
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 (par exemple compris entre 0,45 et 0,55) n'est pas nulle, alors que celle d'obtenir un nombre voisin de ( (par exemple compris entre 3 et 4) l'est !

On dira qu'il existe:


des réels affectés d'une densité de probabilité nulle: ceux qui sont en dehors de [ 0 ; 1 ]


des réels affectés d'une densité de probabilité non nulle: ceux de [ 0 ; 1 ] .


De plus, la loi devant être équirépartie sur [ 0 ; 1 ] , il est nécessaire d'associer la même densité à tout réel de l'intervalle [ 0 ; 1].

Soit f la fonction en escalier définie sur ( par:  f(x) = 1 si x ([ 0 ; 1 ]  et  f(x) = 0 si x([ 0 ; 1 ] .


1) Quelle est, en unités d'aire, l'aire du domaine plan situé entre l'axe des abscisses et la courbe représentative de f  ? Exprimer cette aire à l'aide d'une intégrale.


2) Comparer la probabilité p([ ( ; ( ]) d'un intervalle [ ( ; ( ] ( [ 0 ; 1 ] et l'aire (en unités d'aire) du domaine plan délimité par la courbe de la fonction f, les droites d'équation x = ( , x = ( et l'axe des abscisses.

Exprimer cette aire à l'aide d'une intégrale.

Pour ((] 0 ; 1 [ et ((] 0 ; 1 [ , faire de même avec les intervalles: ] (( ; ( ] et [ ( ; +( [.


3) Conclure en complétant la phrase:

Le choix au hasard d'un réel dans [ 0 ; 1 ] se modélise par la loi de probabilité p qui associe à tout intervalle 

[ ( ; ( ] ( [ 0 ; 1 ] , le réel p([ ( ; ( ]) = 
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       dx     où f est la fonction constante égale à 1 sur [ 0 ; 1 ].

Exercice 2: Introduction à la notion de densité d'une loi de probabilité
On choisit au hasard, indépendamment, deux nombres réels x et y dans l'intervalle [ 0 ; 1 ].

Soit S la variable aléatoire associant au couple (x;y) la somme x + y.


1) Quel est l'univers ( naturellement associé à cette expérience ? A quel ensemble appartiennent les images des couples ( x ; y ) de ( par la variable aléatoire S (On peut noter S (() cet ensemble) ?

Rappel : Lorsque ( est un ensemble fini {al, a2, ..., an}, pour définir la loi de probabilité d'une variable aléatoire X sur (, il suffit de connaître les probabilités de tous les événements élémentaires de cette variable aléatoire , c'est à dire les réels p(X=k1) , p(X=k2) ,  ..., p(X=km) , tous positifs et de somme l , où les réels k1 , k2 , ..., km sont les m valeurs prises par cette variable aléatoire X .


Dans la situation décrite ici, la variable aléatoire S ne prend pas un nombre fini de valeurs, car elle peut prendre ses valeurs dans un ensemble infini "continu": l'intervalle [ 0 ; 2 ].

Voyons comment faire pour essayer d'adapter la théorie à cette nouvelle situation.

2) Simulation:
A l'aide d'un tableur, on a simulé un échantillon de dix mille valeurs de S, que l'on a regroupées en classes d'amplitude 0,1 . Le tableau et l'histogramme des fréquences résument les résultats obtenus.
Classes
Fréquences

[ 0 ; 0,1 [
0,005

[ 0,1 ; 0,2 [
0,017

[ 0,2 ; 0,3 [
0,022

[ 0,3 ; 0,4 [
0,034

[ 0,4 ; 0,5 [
0,045

[ 0,5 ; 0,6 [
0,057

[ 0,6 ; 0,7 [
0,064

[ 0,7 ; 0,8 [
0,077

[ 0,8 ; 0,9 [
0,081

[ 0,9 ; 1 [
0,096

[ 1 ; 1,1 [ 
0,093

[ 1,1 ; 1,2 [
0,089

[ 1,2 ; 1,3 [
0,074

[ 1,3 ; 1,4 [
0,067

[ 1,4 ; 1,5 [
0,059

[ 1,5 ; 1,6 [
0,046

[ 1,6 ; 1,7 [
0,036

[ 1,7 ; 1,8 [
0,026

[ 1,8 ; 1,9 [
0,014

[ 1,9 ; 2 ]
0,005
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L'unité graphique de l'axe des ordonnées a été choisie de telle façon que l'aire de chaque rectangle ait pour mesure la fréquence de la classe correspondante.


a) Quelle est la somme des aires des rectangles de l'histogramme ?


b) Compléter le tableau ci-dessous en calculant les fréquences :

Événements
S < 1
S ( 1,5
0,2 ( S < 0,6
0,8 ( S ( 1,2
0,5 < S < 2
0,75 ( S ( 1,75
( 0,2 ( S ( 0,2

Fréquences









3) Modélisation:


a)L'histogramme précédent peut être ajusté par la courbe C, réunion des deux segments [OP] et [PQ] où P(1 ; 1) et Q(2 ; 0). Déterminer la fonction f dont la représentation graphique sur [ 0 ; 2 ] est la courbe C.

Que vaut l'aire située sous cette courbe C ?


b) En s'inspirant du calcul des fréquences par les aires de la question 2), exprimer la probabilité de chaque événement du tableau ci-dessous à l'aide d'une intégrale de la forme 
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. Calculer ces intégrales, puis compléter le tableau ci-dessous :

Événements
S < 1
S ( 1,5
0,2 ( S < 0,6
0,8 ( S ( 1,2
0,5 < S < 2
0,75 ( S ( 1,75
( 0,2 ( S ( 0,2

Probabilités









4) Bilan et vocabulaire
On a obtenu une loi de probabilité pour la variable continue S dont l'univers image est l'intervalle [ 0 ; 2 ] en se dotant d'une fonction f continue et positive sur [ 0 ; 2 ] telle que l'aire (en unités d'aire) située entre l'axe des abscisses et la courbe de f soit égale à 1, c'est à dire telle que: 
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Cette fonction f qui donne la probabilité de tout intervalle [ ( ; ( ]) ( [ 0 ; 2] par :


p([ ( ; ( ]) =
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, est appelée densité de probabilité de la loi de S.


On dit que la variable aléatoire S à valeurs dans [ 0 ; 2 ] suit la loi de probabilité p, car on a:



Pour tout x([ 0 ; 2 ] : p( 0 ( S ( x ) = 
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Or, pour tout x([ 0 ; 2 ] , p( 0 ( S ( x ) = p( S ( x )  car : p( S < 0 ) = 0 .


La fonction F définie sur [ 0 ; 2 ] par :


F(x) = p( S ( x ) = 
[image: image16.wmf]ò

x

0

dt

)

t

(

f

 est appelée fonction de répartition de la variable aléatoire S.

On peut aisément vérifier qu'elle possède les propriétés:


F est dérivable avec F' = f 


F(0) = 0 et F(2) = 1


Pour tout x([ 0 ; 2 ] : p( S > x ) = 1 ( F(x) .


Pour tout a et b tels que: 0 ( a ( b ( 2 , on a : p( a ( S ( b) = 
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Compléments sur le livre:


Exemples: page 297 et 310.


Cours: pages 304 et 305.

COURS:

Loi de probabilité continue sur un intervalle I - Densité

Si I est un intervalle de ( , on appelle densité de probabilité sur I, toute fonction définie sur I vérifiant les 3 conditions:



( f est continue sur I



( f est positive sur I ( pour tout x(I, on a: f(x) ( 0 )



( L'aire située entre l'axe des abscisses et la courbe représentative de f est égale à 1 unité d'aire, c'est à dire que l'intégrale de f sur l'intervalle I est égale à 1.


On définit la loi de probabilité p de densité f sur l'intervalle I en associant à tout intervalle [ ( ; ( ] ( I , le réel: p([ ( ; ( ]) =
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On dit que p est une loi à densité sur I ou aussi, une loi continue sur I.

Variable aléatoire continue sur un intervalle I


p étant une loi de probabilité continue de densité f sur [ a ; b ] , on dit que la variable aléatoire X à valeurs dans [ a ; b ] suit la loi de probabilité p lorsque, pour tout x([ a ; b ], on a: 




p( X ( x ) = p( a ( X ( x ) = 
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La fonction F définie sur [ a ; b ] par : F(x) = p( X ( x ) est appelée fonction de répartition de la variable aléatoire X.


On a alors, pour tout ( et ( tels que: a ( ( ( ( ( b: p( ( ( X ( () = 
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Loi uniforme sur un intervalle [ a ; b ]

On appelle loi uniforme sur [ a ; b ] , la loi de probabilité continue sur [ a ; b ] dont la densité f est la fonction constante sur [ a ; b ] , c'est à dire, telle que: Pour tout x([ a ; b ] , 
[image: image21.wmf]a

b

1

)

x

(

f

-

=

.


Pour cette loi, la probabilité d'un intervalle [ ( ; ( ] ( [ a ; b ] est égale au quotient de la largeur de l'intervalle [ ( ; ( ] par celle de [ a ; b ] , c'est à dire:



p([ ( ; ( ]) =
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Exercice 3:


Une entreprise achète des puces électroniques par lots à trois fournisseurs différents A, B et C. Le taux de puces défectueuses dans un lot ne devrait pas dépasser 5 %, mais ce taux est en fait une variable aléatoire continue, prenant ses valeurs dans l'intervalle [ 4 ; 6 ] et que l'on note TA , TB ou TC selon le fournisseur.


Une étude statistique a conduit à modéliser la loi de TA par la loi uniforme sur l'intervalle [ 4 ; 6 ] et celles de TB et de TC par les lois de densités fB et fC définies sur [ 4 ; 6 ] par:
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  , où b et c sont des réels fixés.

1)
a) Déterminer de façon précise les densités des trois lois.


b) Représenter graphiquement ces trois densités dans un même repère.


c) Calculer, dans chaque modèle, la probabilité qu'un lot présente moins de 5 % de pièces défectueuses.

2) Un technicien prélève de son stock un lot de puces électroniques. Ce lot provient avec la même probabilité de l'un des trois fournisseurs A B ou C.


a) Quelle est la probabilité qu'il contienne moins de 5 % de pièces défectueuses ?


b) On suppose que ce lot contient effectivement moins de 5 % de pièces défectueuses. Quelle est la probabilité qu'il provienne du fournisseur C ?

COURS:

Loi exponentielle

On appelle loi exponentielle de paramètre (((+ , la loi de probabilité continue ayant pour densité la fonction f définie sur (+ par: f(x) = ( e( ( x

Pour cette loi, la probabilité d'un intervalle [ ( ; ( ] ( (+ est égale à :



p([ ( ; ( ]) =
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On vérifie aisément que:


p( [ 0 ; + ( [ ) = 
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Si la variable aléatoire X suit une loi de probabilité exponentielle de paramètre (, on :



Pour tout a((+ , on a:  p( X ( a ) = 
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et donc:  p( X > a ) =
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Durée de vie sans vieillissement Variable aléatoire sans mémoire:


La durée de vie d'un objet est une variable aléatoire T à valeurs dans [ 0 ; + ( [ . Plus précisément, si a((+  et b((+  avec a < b:



l'événement ( T < a ) signifie que la durée de vie de l'objet est inférieure a.


l'événement ( T ( a ) signifie que l'objet est encore en vie à l'instant a.


l'événement ( a ( T ( b ) signifie que l'objet cesse de vivre entre les instants a et b.

On dit que la variable aléatoire T suit une loi de durée de vie sans vieillissement ( ou sans mémoire ) lorsque, pour tout 0 < a < b , la probabilité qu'il soit encore en vie à l'instant b, sachant qu'il a vécu jusqu'à l'instant a est indépendante de a. C'est à dire que: p( T ( a ) ( T ( b ) ne dépend pas de a.


On peut montrer ( voir livre page 307) que:



Si T est sans mémoire, alors T suit une loi exponentielle de paramètre (.


Réciproquement, montrons que, si T suit une loi exponentielle de paramètre (, alors T est sans mémoire:

Pour tout 0 < a < b , on a:

p( T ( a ) ( T ( b ) = 
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= p( T ( b(a ).

Donc, la probabilité d'atteindre l'âge "b", sachant que l'âge "a" a été atteint, ne dépend pas de "a", mais seulement de la durée "b(a". C'est à dire que la probabilité de durée de vie restante à un âge donné ne dépend pas de cet âge : cette propriété est vérifiée pour les particules radioactives ou les composants électroniques, mais pas pour les être vivants dont la probabilité de survie diminue avec l'âge ………


Conclusion: Une loi de probabilité est sans mémoire, si et seulement si c'est une loi exponentielle.
Compléments sur le livre:


Démonstrations et exemples: pages 307 , 312 et 313.


Cours: page 306.

Exercice 4:


La durée de vie, exprimée en heures, d'un modèle particulier d'ampoules électriques est une variable aléatoire T qui suit la loi exponentielle de paramètre 0,002.


1) Déterminer la fonction F telle que, pour tout x((+ , on ait : F(t) = p(T ( t).


2) Calculer la probabilité qu'une telle ampoule ait une défaillance avant 500 heures.


3) Déterminer l'instant t où F(t) = 0,5 . Interpréter ce résultat.


4) Calculer la probabilité qu'une telle ampoule grille entre 500 heures et 1000 heures d'utilisation.


5) Sachant qu'une ampoule fonctionne encore après 1000 heures d'utilisation, quelle est la probabilité qu'elle fonctionne encore après 1500 heures d'utilisation ?

Exercice 5:


Lors de l'étude de la loi de désintégration radioactive nous montré que le nombre N(t) de noyaux présents d'un élément radioactif, vérifiait, à l'instant t: N'(t) = ((t où le nombre (((+ est appelé constante radioactive dépendant de la substance.


1) En notant N0 le nombre initial de noyaux radioactifs, rappeler la formule donnant N(t) en fonction de t, ( et N0 .


2) Calculer la proportion de noyaux désintégrés à l'instant t.


3) On admet que, pour un noyau donné, la probabilité d'être désintégré avant l'instant t est égale la proportion d'atomes désintégrés calculée à la question 2.

On note X  la variable aléatoire égale à la durée de vie d'un noyau avant sa désintégration. Montrer que X suit la loi exponentielle de paramètre (.


4) La période (ou demi-vie) d'un élément radioactif est le temps T nécessaire pour que la moitié des noyaux d'un échantillon donné se soit désintégré. On admet que T vérifie, pour un noyau quelconque de cet échantillon: p( X < T) = 0,5. Calculer cette période T en fonction de ( .


5) Pour l'iode 131, on a T = 8 jours. Donner une approximation de (  à 10(3 près, puis les probabilités des événements:

( X < 7 ) , ( X ( 7 ) , ( X > 7 ), ( 6 < X < 10), ( X ( 3) sachant que ( X (4), ( X ( 10) sachant que ( X (3),

( 2 < X < 4) sachant que ( X ( 1), (2 < X < 4) sachant que ( X ( 3).

Exercice 6:


L'espérance mathématique d'une variable aléatoire discrète se calcule à l'aide d'une somme finie. On peut étendre cette notion aux variables aléatoires continues, mais la somme est remplacée par une intégrale, de la façon suivante pour une loi à valeurs dans [ 0 ; + ( [ comme la loi exponentielle:


E(X) = 
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 où f est la fonction densité de la loi de X et la borne +( , signifie que:
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On se propose de calculer E(X) lorsque X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramètre (((+ .


1) A l'aide d'une intégration par parties, calculer l'intégrale F(() = 
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2) Déterminer la limite de F(() lorsque ( tend vers + ( . En déduire E(X).

Exercice 7:


Une entreprise d'autocars dessert une région montagneuse. En chemin, les véhicules peuvent être bloqués par des incidents extérieurs comme des chutes de pierres, la présence de troupaux sur la route, etc.

Un autocar part de son entrepôt. On note D la variable aléatoire qui mesure la distance (en km) que l'autocar va parcourir jusqu'à ce qu'un incident survienne. On admet que D suit une loi exponentielle de paramètre 
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1) Calculer la probabilité que la distance parcourue sans incidents soit:



a) comprise entre 50 et 100 km.



b) supérieure à 300 km.


2) Sachant que l'autocar a déjà parcouru 350 km sans incident, quelle est la probabilité qu'il n'en subisse pas non plus au cours des 25 prochains kilomètres ?


3) Détermination de la distance moyenne parcourue sans incident.



a) Calculer I(A) = 
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 où A est un réel positif.



b) Calculer la limite de I(A) lorsque A tend vers + ( . Cette limite représente la distance moyenne cherchée.


4) L'entreprise possède N0 autocars. Les distances parcourues par chacun des autocars entre l'entrepôt et le lieu où survient un incident sont des variables aléatoires deux à deux indépendantes et de même loi exponentielle de paramètre 
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d étant un réel positif, on note Xd la variable aléatoire égale au nombre d'autocars n'ayant subit aucun incident après avoir parcouru d kilomètres.


a) Montrer que Xd suit une loi binomiale de paramètres N0 et 
[image: image43.wmf]λd
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b) Donner le nombre moyen d'autocars n'ayant subi aucun incident après avoir parcouru d kilomètres. Appliquer la formule au cas où N0 = 10 et d = 100. 
B. Sicard E:\math\Cours\TS\proba\proba_continues.doc
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