Introduction à la loi exponentielle. Durée de vie sans vieillissement.

On va modéliser la durée de vie d'un objet (par exemple, un composant électronique) par une variable aléatoire continue T à valeurs dans (+ .

Pour tout t((+ , l'événement (T ( t) signifie que l'objet fonctionne encore à l'instant t.


On appelle fonction de défaillance, la fonction F définie sur (+ par : F(t) = p( T ( t ) . Elle donne la probabilité pour que l'objet ne fonctionne plus après l'instant t.

On remarque que: p( T ( t ) = 1 ( F(t) car p(T = t) = 0 .


On appelle taux moyen de défaillance entre les instants t1 et t2 , le quotient de la probabilité pour que l'objet soit défaillant entre les instants t1 et t2 par la durée t2 ( t1 , c'est à dire: 
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On appelle taux de défaillance d (t) à l'instant t , la limite lorsque h tend vers 0 du taux moyen de défaillance entre t et (t + h) . On a: d (t) =
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Dans ce problème, on suppose de plus que la durée de vie de l'objet est sans vieillissement, c'est à dire que, pour tout t ( 0 et tout h ( 0, la probabilité que l'objet fonctionne à l'instant (t + h) , sachant qu'il fonctionne à l'instant t ne dépend pas de t. On peut traduire ceci en disant que le taux de défaillance ne dépend pas de t, c'est à dire que la fonction d est constante. On notera ici, pour tout t((+ : d(t) = ( .


Notons les événements: A = ( T ( t ) et B = ( t < T ( t + h ) . On a: A(B = ( T ( t + h ) et A et B sont incompatibles, donc: P(A(B) = p(A) + p(B).

Or, p(A) = F(t) , p(A(B) = F(t + h) . Donc: p(B) = P(A(B) ( p(A) = F(t + h) ( F(t).


En notant C l'événement contraire de A, c'est à dire: ( T > t ) , calculons la probabilité pour qu'un objet fonctionnant à l'instant t ait une défaillance entre les instants t et (t + h).

Cette probabilité est la probabilité conditionnelle: 
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Le taux moyen de défaillance entre t et (t + h) est donc:
[image: image4.wmf])

t

(

F

1

1

h

)

t

(

f

)

h

t

(

F

h

)

h

t

T

t

(

p

-

´

-

+

=

+

£

£


Si on suppose F dérivable sur (+ , on a: 
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Le taux de défaillance est alors: 
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 (taux constant, car la durée de vie est sans vieillissement).

F est donc solution de l'équation différentielle: F'(t) = (( F(t) + ( .

Cette équation est donc de la forme y ' = ay + b dont les solutions s'écrivent: F(t) = k e( ( t + 1 (car ici ( b / a = 1) où k est une constante réelle à déterminer.

Or, F(0) = 0 . Donc k = (1.

Conclusion: Pour tout t((+ , on a: F(t) = 1 ( e( ( t .


Ceci nous permet de déterminer la fonction densité f définie et continue sur (+ associée à la loi de T. On doit avoir: F(t) = p( T ( t ) = p( 0 ( T ( t ) = 
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Ceci se traduit par: F'(t) = f(t) . Donc: f(t) = ( e( ( t .
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