Loi de Bernoulli – Loi binomiale

Epreuve de Bernoulli – Loi de Bernoulli



On appelle épreuve de Bernoulli de paramètre p, une épreuve aléatoire où l'on s'intéresse à deux événements contraires:

S (succès) de probabilité p
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On appelle loi de Bernoulli de paramètre p, la loi de probabilité de la variable aléatoire X prenant la valeur 1 lorsque l'événement S est réalisé et la valeur 0 lorsque l'événement S n'est pas réalisé.

Cette loi de probabilité est résumée par le tableau:

	k
	0
	1

	p( X = k )
	1 ( p
	p


Exemple:


Dans un sac, il y a 2 boules noires et 3 boules blanches. On extrait au hasard une boule du sac. On choisit les événements:
S : "Obtenir une boule noire" et 
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: "Obtenir une boule blanche".


On a: p(S) = 
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 et p(
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Cette épreuve est une épreuve de Bernoulli de paramètre p = 
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La loi de Bernoulli de paramètre p = 
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 associée à cette épreuve aléatoire est décrite par le tableau:

	k
	0
	1

	p( X = k )
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On a: E(X) = 
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  ,  V(X) = 
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 = 
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 et son écart type: ( (X) = 
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Schéma de Bernoulli

On appelle schéma de Bernoulli de paramètres n et p, une épreuve aléatoire consistant à répéter n fois, dans les mêmes conditions, une même épreuve de Bernoulli de paramètre p.

Dans un schéma de Bernoulli:


( On répète n fois la même épreuve de Bernoulli.

( Les résultats obtenus dans chacune des épreuves répétées sont indépendants des résultats précédents.


Exemple:


Un dé possède 6 faces numérotées:2, 2, 3, 4, 5, 6. L'épreuve aléatoire consiste à lancer ce dé et à noter le nom​bre inscrit sur la face supérieure du dé. Toutes les faces ont la même probabilité d'apparition.

1) On lance une fois le dé. On appelle S: "obtenir un nombre pair". On a donc p(S) = 
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On a ici une épreuve de Bernoulli de paramètre p = 
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2) On lance ce même dé quatre fois de suite, dans les mêmes conditions. On constate que cette épreuve aléatoire vérifie bien les conditions d'un schéma de Bernoulli de paramètres n = 4 et p = 
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Exercice 1:

En prolongement de l'exemple précédent, étudions la loi de probabilité de la variable aléatoire:

X = " nombre de succès ", c'est à dire le nombre de fois où l'on obtient un résultat pair lors des 4 jets indépendants.

Cette variable aléatoire peut prendre toute les valeurs entières k telles que: 0 ( k ( 4.

1) Montrez que, pour les entiers k = 0, 1, 2, 3 et 4, on a:


p( X = k ) = 
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2) A l'aide de la formule du binôme de Newton, vérifier que: 
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On dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramètres n = 4 et p = 

.


Loi binomiale:



Dans un schéma de Bernoulli de paramètres n et p, on appelle loi binomiale de paramètres ( n ; p) , la loi de probabilité de la variable aléatoire X, qui à chaque n-liste de résultats, associe le nombre k de succès ( k entier de 0 à n ).

On a alors la probabilité d'obtenir k succès au cours des n épreuves répétées:
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La loi binomiale de paramètres ( n ; p ) est notée: B( n ; p )

On a bien sûr: 
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On admettra sans démonstration que:


L'espérance mathématique de X est: E(X) = n p.


La variance de X est: V(X) = n p (1 ( p)




Exemple:


Un sac contient 3 boules blanches et 7 boules noires. On extrait au hasard une boule du sac, on note sa couleur et on la remet dans le sac. On recommence 5 fois cette épreuve aléatoire. On s'intéresse au nombre de boules blanches obtenues dans les 5 tirages.



Il s'agit d'un schéma de Bernoulli où l'événement succès S est: "tirage d'une boule blanche". Sa probabilité est p = 

.


Le nombre de boules blanche obtenues en 5 tirages est une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de paramètres n = 5 et p = 

.

Donc, pour tout entier k tel que 0 ( k ( n, on a:
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Par exemple: 
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L'espérance mathématique de X est: E(X) = 5 ( 0,3 = 1,5.

La variance de X est V(X) = 5 ( 0,3 ( 0,7 = 10,5  et son écart type est: ((X) = 
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Exercice 2:


Un Q.C.M.(questionnaire à choix multiples) est composé de 8 questions. A chaque question, un candidat doit choisir une réponse parmi 4 proposées. Une seule des 4 réponses proposées est exacte. Un candidat ignorant tout du sujet, répond au hasard à chaque question, choisissant de façon équiprobable une des réponses parmi les 4 proposées.


1) Quelle est la probabilité qu'il choisisse une réponse juste:


a) à la première question?


b) à la dernière question?


c) à toutes les questions?


d) à aucune question?


2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de réponses exactes aux 8 questions.


a) Etudier la loi de probabilité de X.


b) Quelle est l'espérance mathématique de X? Quelle interprétation peut-on donner de E(X)?



Exercice 3:

A) Un petit sac contient 6 boules noires et 4 boules blanches.


1) On extrait simultanément et au hasard trois boules du sac. Soit X la variable aléatoire qui, à tout tirage, associe le nombre de boules noires tirées. Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer E(X).

2) On extrait au hasard une boule du sac, on note sa couleur, et on la remet dans le sac. On recommence 3 fois cette épreuve aléatoire. Soit Y la variable aléatoire qui, à chaque ensemble de trois tirages successifs, associe le nombre de boules noires tirées. Déterminer la loi de probabilité de Y. Calculer E(Y).

B) Un grand sac contient 600 boules noires et 400 boules blanches.


1) Répondre aux mêmes questions que pour la situation du A).

2) Comparer les résultats obtenus avec ceux du A) pour les deux types de tirages effectués.

3) Comment expliquer le phénomène observé?

Exercice 4:


On dispose d'un dé cubique, non truqué, dont les faces sont numérotées de 1 à 6. L'objectif de l'exercice est de déterminer le nombre minimum no de jets qu'il faut effectuer pour que la probabilité d'obtenir au moins une fois l'apparition de la face « 2 » au cours de ces jets dépasse 0,9999.


1) On jette le dé 4 fois.

Soit A l'événement : «La face "2" apparaît au moins une fois au cours de ces 4 jets».



a) Définir l'événement contraire de A.



b) Montrer que la probabilité de l'événement contraire de A est égale à:
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2) On jette le dé n fois.

Soit B l'événement : «la face "2" apparaît au moins une fois au cours de ces n jets».



a) Calculer la probabilité de l'événement contraire de B.



b) Calculer le nombre minimum no de jets qu'il faut effectuer pour que la probabilité d'obtenir au moins une fois l'apparition de la face « 2 » au cours de ces jets dépasse 0,9999.
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