

COURS 



( Toutes les issues forment l'Univers des possibles (.

( Les sous-ensembles de ( sont des événements.


( est l'événement certain.


( est l'événement impossible.


Les événements n'ayant qu'une seule issue (singleton) sont des événements élémentaires de l'univers (.


Si A et B sont deux événements, on note:



A(B : Evénement pour lequel A et B sont réalisés simultanément.



A(B : Evénement pour lequel A ou B est réalisé. Cela n'excluant pas que A et B soient tous les deux réalisés!




est l'événement contraire de A: Il est réalisé lorsque A ne l'est pas.


Si A(B=( , on dit que les événements A et B sont incompatibles ou disjoints.


( Pour définir une probabilité sur (, on définit une fonction  











   



On étend cette définition à tout les événements A ( (, grâce à la propriété:


 p(A) est la somme des probabilités des issues appartenant à l'événement A.



et l'on en déduit alors:


( ( p(A) ( (

p(() = 1

p(() = 0

A et B étant deux événements de (:
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Si A et B sont incompatibles, c'est à dire A(B = ( , on a: p(A(B) = p(A) + p(B)


Avec deux événements A et B quelconques: p(A(B) = p(A) + p(B) ( p(A(B)


Cas d'équiprobabilité:


Si ( possède n issues équiprobables, chaque issue a une probabilité de: 

 .


Si l'événement A possède a issues équiprobables, alors: 

 .


Exercice 3:
En utilisant les événements de l'exemple précédent le cours, déterminer les événements suivants et calculer leurs probabilités: 

, 

 , 

, A(B , A(D , B(C , B(D , C(D , A(B , A(D , B(C , B(D , et C(D.


Exercice4:

On tire au hasard une carte dans un jeux de 32 cartes. Calculer la probabilité d'obtenir:
1) Le roi de trèfle.
2) Un roi.
3) Un trèfle.
4) Un roi ou un trèfle.
5) Ni roi, ni trèfle.


Exercice 5

On lance deux dés non truqués. Si la somme des points obtenus est 5, 6, 7 ou 8, je gagne. Sinon, c'est toi qui gagne. Prouver que ce jeu n'est pas équitable.


Exercice 6:
On raconte qu'au XVIème siècle, un jeu consistant à lancer trois dés et à totaliser les points obtenus se pratiquait à la cour du Grand Duc de Toscane. Joueur assidu, le Grand Duc avait remarqué qu'on obtenait plus souvent 10 points que 9 points. Cela  le surprenait grandement car, pensait-il, 10 points et 9 points se décomposent pareillement de 6 façons:



  9 = 1 + 2 + 6 = 1 + 3 + 5 = 1 + 4 + 4 = 2 + 2 + 5 = 2 + 3 + 4 = 3 + 3 + 3



10 = 1 + 3 + 6 = 1 + 4 + 5 = 2 + 2 + 6 = 2 + 3 + 5 = 2 + 4 + 4 = 3 + 3 + 4

Cardan, brillant mathématicien de cette époque, "sécha" sur ce problème. Le grand Galilée, lui, trouva la solution. Et vous ?

Exercice 7:

Un couple de futurs parents décide d'avoir 3 enfants.

On fait l'hypothèse (pas tout à fait exacte) que les bébés garçons et filles sont équiprobables.

Calculer la probabilité des événements suivants:


1) Ils auront 3 garçons.


5) Les 3 enfants seront de même sexe.


2) Ils auront 3 filles.


6) Les 3 enfants ne seront pas de même sexe.


3) Ils auront 2 garçons et 1 fille.

7) Ils auront au moins un garçon.


4) Ils auront 1 garçon et 2 filles 


Notion de variable aléatoire: Premier exemple basé sur l'exercice 7:

A chaque événement élémentaire, on associe le nombre de garçon qu'il possède:

	{FFF}
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	{FFG}
	
[image: image3.wmf]a
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	{FGF}
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	1

	{GFF}
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	1

	{GGF}
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	2

	{GFG}
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	2

	{FGG}
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	2

	{GGG}
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En construisant une telle fonction, on dit qu'on définit une variable aléatoire sur l'univers formé des 8 issues possibles.


Cela permet le classement des 8 événements en fonction du critère choisi (ici, le nombre de garçons)


Ceci permet de réaliser une partition de l'univers en 4 sous-ensembles disjoints. En notant G la variable aléatoire "nombre de garçons", la partition de l'univers est alors constituée des 4 événements incompatibles notés:



( G = 0 )  ,  ( G = 1 )  ,  ( G = 2 )  et  ( G = 3 )


De façon plus précise:



( G = 0 ) = {FFF}


de probabilité: p( G = 0 ) = 
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( G = 1 ) = {FFG} ( {GFF} ( {FGF}
de probabilité: p( G = 1 ) = 
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( G = 2 ) = {FGG} ( {GGF} ( {GFG}
de probabilité: p( G = 2 ) = 
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( G = 3 ) = {GGG}


de probabilité: p( G = 3 ) = 
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La connaissance de chaque probabilité pour les valeurs prises par la variable aléatoire G définit la loi de probabilité de la variable aléatoire G. Elle est souvent donnée sous forme de tableau:

	nombre de garçons:
	n
	0
	1
	2
	3

	probabilités:
	p( G = n )
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Les événements ( G = 0 )  ,  ( G = 1 )  ,  ( G = 2 )  et  ( G = 3 ) réalisant une partition de l'univers, sont appelés événements élémentaires de la variable aléatoire G. La somme des probabilités de ces événements est évidemment égale à 1.

Espérance mathématique de G:


C'est la moyenne des valeurs prises par G, pondérées par les coefficients que sont leurs probabilités (barycentre). C'est à dire, ici:

Espérance mathématique de G:  E(G) = 0 ( 
[image: image18.wmf]8

1

 + 1 ( 
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 = 1,5


Ce résultat peut être interprété de la façon suivante:



"Lorsqu'on a 3 enfants, on peut espérer avoir, en moyenne, 1,5 garçons !"

Variance et écart type de G:


Comme pour les séries statistiques, ces indicateurs mesurent la dispersion des données autour de la moyenne, c'est à dire, pour une loi de probabilité, la dispersion des valeurs de la variable aléatoire autour de l'espérance mathématique de cette variable aléatoire.

Variance de G: Moyenne, pondérée par les probabilités, des carrés des écarts avec E(G):



V(G) = 
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On a ici:

variance de G: V(G) = ( 0 ( 1,5 )2 ( 
[image: image23.wmf]8

1

 + ( 1 ( 1,5 )2 ( 
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[image: image25.wmf]8

3

 + ( 3 ( 1,5 )2 ( 
[image: image26.wmf]8

1

 = 
[image: image27.wmf]4

3


On peut aussi calculer la variance avec une autre formule (vérifier qu'elle est équivalente à la précédente):



V(G) = 
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On a ici:

V(G) = 02 ( 
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[image: image33.wmf]4

3


Ecart-type de G:


C'est la racine carrée de la variance: ((G) = 
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Exercice 8

On lance deux dés non truqués.


1) Etudier la loi de probabilité de la variable aléatoire S = Somme des points obtenus sur les 2 dés. Calculer l'espérance mathématique et l' écart-type de S


2) ) Etudier la loi de probabilité de la variable aléatoire D = Différence des points obtenus sur les 2 dés.. Calculer l'espérance mathématique et l' écart-type de D.

Exercice 9:
Un domino est une petite plaque dont un côté est divisé en deux parties comportant de zéro à six points.

Par exemple:

	
	
	  (
	(
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 est le domino 04 ( ou 40, car c'est le même à un demi-tour près!)


 est le domino 44 ( double 4 )




1) Donner la liste des 28 dominos possibles.


On appellera U, l'ensemble de ces 28 dominos.



2) Les 28 dominos de U sont mis dans un sac. On effectue une épreuve aléatoire consistant à extraire au hasard un domino de l'ensemble U: Il y a donc équiprobabilité des tirages.


On définit les événements suivants:

A : Le domino porte le numéro 2.

B : Le domino porte au moins un numéro impair.

C : Le domino porte au moins un numéro pair.

D : Le domino porte un numéro pair et un numéro impair.

E : Le domino porte deux numéros pairs.

F : Le domino porte deux numéros impairs.



Calculer la probabilité des événements A, B, C, D, E et F.
On donnera les résultats sous forme d'une fraction irréductible.



3) On considère les événements: 

, B(C, B(C et E(F.


Définissez-les à l'aide d'une phrase, ou bien reconnaissez l'un des événements cités dans le début du problème. Donner les probabilités de ces événements.



4) En utilisant les événements du 2), donner un exemple:


a) de 2 événements incompatibles qui ne sont pas contraires.


b) d'événements formant une partition de U.

Justifiez vos réponses !



5) Soit X la variable aléatoire égale à la valeur absolue de la différence des points marqués sur le domino extrait. Par exemple, le domino 25, appartient à l'événement (X=3).


a) Calculer les probabilités: p(X=0), p(X=1), p(X=2), p(X=3), p(X=4), p(X=5) et p(X=6).


b) Calculer l'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X .

Exercice 10:
Un sac contient 2 boules rouges et 3 boules vertes. On tire une boule du sac, on note sa couleur, on la remet dans le sac, on mélange, puis on tire à nouveau une boule de ce sac.


1) Proposer un univers correspondant au problème et qui vérifie l'hypothèse d'équiprobabilité. Combien contient-il d'issues équiprobables ?

2) On note les événements:



R1: "avoir une boule rouge au premier tirage"



R2: "avoir une boule rouge au second tirage"



V1: "avoir une boule verte au premier tirage"



V2: "avoir une boule verte au second tirage"

Décrire à l'aide d'une phrase les événements: R1(R2 et V1(V2.

Calculer la probabilité de ces événements.


3) A l'aide de R1, R2, V1 et V2, exprimer les événement:



A: "avoir deux boules de couleur différente"



B: "avoir au moins une boule verte"


Calculer p(A) et p(B).


4) Après avoir vu avec le professeur la notion d'arbre pondéré de probabilités (voir ci-dessous), étudier la situation dans le cas où l'on ne remet pas la première boule tirée dans le sac avant de tirer la deuxième boule. 

Notion d'arbre pondéré de probabilités: Premier exemple basé sur l'exercice 10.

1) Etude du cas où l'on remet la boule dans le sac avant de tirer la deuxième boule
En notant r1 et r2 les boules rouges et v1, v2 et v3 les boules vertes, on peut dénombrer les différentes issues à l'aide de l'arbre de dénombrement ci-dessous:



      r1

         r2


  v1

     v2

      v3


  r1   r2   v1   v2   v3    r1   r2   v1   v2   v3     r1   r2   v1   v2   v3    r1   r2   v1   v2   v3    r1   r2   v1   v2   v3


On trouve ainsi les 25 issues équiprobables de l'univers associé à cette expérience aléatoire. Cette représentation reste utilisable dans les cas où l'univers est composé d'un petit nombre d'issues: en effet, le même problème, avec 200 boules rouges et 300 boules blanches demanderait un arbre à 60 000 branches alors que la situation probabiliste serait la même que ci-dessus! Afin de palier à ce défaut et de fournir un outil adapté à l'illustration de telles situation, même dans le cas d'un univers comportant un très grand nombre d'issues, on utilise un outil adapté à la situation des problèmes de probabilité: l'arbre pondéré de probabilités.


Voici comment on opère sa construction: On remplace les 2 branches correspondant au tirage d'une boule rouge par une seule branche affectée de la probabilité de cet événement: 
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 et les 3 branches correspondant au tirage d'une boule verte par une seule branche affectée de la probabilité de cet événement: 
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En utilisant les événements R1, R2, V1 et V2 de l'exercice 9, cela donne:
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  2 / 5






R1





2 / 5

  3 / 5

V2




(






         2 / 5
R2





3 / 5






V1







   3 / 5

V2


Ainsi, on vérifie que les probabilités déjà calculées dans l'exercice peuvent être calculées à l'aide du schéma par:



p(R1(R2) = 
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p(R1(V2) = 
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p(V1(R2) = 
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p(V1(V2) = 
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2) Etude du cas où l'on ne remet pas la boule dans le sac avant de tirer la deuxième boule
En notant r1 et r2 les boules rouges et v1, v2 et v3 les boules vertes, on peut dénombrer les différentes issues à l'aide de l'arbre de dénombrement ci-dessous:



      r1

         r2


  v1

     v2

      v3


         r2   v1   v2   v3          r1   v1   v2   v3            r1   r2    v2   v3          r1   r2   v1   v3           r1   r2   v1   v2


On ne trouve ici que 20 issues équiprobables dans l'univers associé à cette expérience aléatoire. On va modéliser cette situation à l'aide d'un arbre de probabilité, comme dans le cas précédent. On a alors:
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On a alors:



p(R1(R2) = 
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p(R1(V2) = 
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p(V1(R2) = 
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p(V1(V2) = 
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Par rapport à la première situation où l'on remettait la boule dans le sac avant de tirer la deuxième, ici, la composition du sac change après avoir effectué le premier tirage. Par exemple, la probabilité d'obtenir une boule rouge au deuxième tirage, dépend de la boule tirée au premier tirage. On est donc amené à introduire la notion, de probabilité conditionnelle. Nous allons écrire:

pR1(R2) = 
[image: image46.wmf]4
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 qui est la probabilité de tirer une boule rouge au deuxième tirage, sachant qu'on a tiré une boule rouge au premier tirage.

De même, les autres probabilités conditionnelles s'écrivent: pR1(V2) = 
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 et pV1(R2) = pV1(V2) = 
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Il est alors aisé de vérifier les égalités:

p(R1(R2) = p(R1) ( pR1(R2) = 
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p(R1(V2) = p(R1) ( pR1(V2) = = 
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p(V1(R2) = p(V1) ( pV1(R2) = 
[image: image51.wmf]10

3

4

2

5

3

=

´


p(V1(V2) = p(V1) ( pV1(V2) = 
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Ces égalités correspondent aux 4 chemins que l'on peut parcourir sur les branches de l'arbre pondéré de probabilités associé à la situation.

Exercice 11:
Un sac contient des jetons de 3 couleurs différentes: rouge, blanc, noir. Sur chaque jeton est imprimé une lettre de l'alphabet. Le sac est composé de:



5 jetons rouges marqués a, b, c , d , e


2 jetons blancs marqués f, g


3 jetons noirs marqués h, i, j
L'expérience aléatoire consiste à extraire au hasard un jeton du sac. L'univers est donc constitué de 10 issues équiprobables. On note les événements suivants:


R: Le jeton extrait est rouge



B: Le jeton extrait est blanc



N: Le jeton extrait est noir



C: Une consonne est marquée sur le jeton tiré



V: Une voyelle est marquée sur le jeton tiré


1) Proposer une représentation schématique de l'univers (autre qu'un arbre) mettant en évidence les divers attributs des jetons (couleur et lettre imprimée).


2) Calculer les probabilités des événements: R, B, N, C, V, R(C, R(V, B(C, B(V, N(C et N(V.


3) Afin de bien comprendre la notion de probabilité conditionnelle, réaliser deux arbres de probabilité différents permettant de résoudre les questions suivantes:



a) Le jeton extrait est rouge. Quelle est la probabilité qu'une voyelle soit marquée dessus ?



b) Le jeton extrait est rouge. Quelle est la probabilité qu'une consonne soit marquée dessus ?



c) Le jeton extrait est blanc. Quelle est la probabilité qu'une voyelle soit marquée dessus ?



d) Le jeton extrait est blanc. Quelle est la probabilité qu'une consonne soit marquée dessus ?



e) Le jeton extrait est noir. Quelle est la probabilité qu'une voyelle soit marquée dessus ?



f) Le jeton extrait est noir. Quelle est la probabilité qu'une consonne soit marquée dessus ?



g) Une consonne est marquée sur le jeton. Quelle est la probabilité qu'il soit rouge ?



h) Une consonne est marquée sur le jeton. Quelle est la probabilité qu'il soit blanc ?



i) Une consonne est marquée sur le jeton. Quelle est la probabilité qu'il soit noir ?



j) Une voyelle est marquée sur le jeton. Quelle est la probabilité qu'il soit rouge ?



k) Une voyelle est marquée sur le jeton. Quelle est la probabilité qu'il soit blanc ?



l) Une voyelle est marquée sur le jeton. Quelle est la probabilité qu'il soit noir ?
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