TS3   Devoir de contrôle n° 1

Mercredi 10 Octobre 2001

I) Soit f la fonction définie sur ( par f(x) = x3 + 3x2 + 1.
Soit (Cf ) la représentation graphique de f dans un repère orthogonal 

: Voir graphique ci-dessous.


1) En justifiant vos réponses, déterminer les limites de f en ( ( et en  + ( . 

2) Etudier les variations de f. Résumer cela dans un  tableau.
.
3) Démontrer que l'équation f(x) = 0 possède une solution unique (([ (4 ; (3 ( et qu'elle  ne possède aucune solution en dehors de cet intervalle. ( L'argumentation concernant les intervalles ] (( ; (4 [ et ] (3 ; (2 [ sera particulièrement soignée. )

4) Démontrer que I ( (1 ; 3 ) est centre de symétrie de (Cf ).

5) Déterminer l'équation de la tangente à (Cf ) passant par I.

6) Pour tout a ((, on note (Ta ) la tangente à (Cf ) au point d'abscisse a. Déterminer les valeurs du réel a pour lesquelles (Ta ) passe par l'origine O du repère. Pour résoudre cette question, on remarquera que l'équation à résoudre admet une solution évidente déjà connue.
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II) Soit f la fonction définie sur ( par f(x) = x ( cos x.



1) 
a)  Pour quelles valeurs de x((, a-t-on f '(x) = 0 ?


b) Quel est, pour x((, le signe de f '(x) ?


c) Expliquer pourquoi f est strictement croissante sur (.

2) Démontrer que f réalise une bijection de l'intervalle 
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 vers un intervalle I à déterminer.
.
3) En déduire que l'équation cos x = x possède une solution unique ((( et donner, en le justifiant, un encadrement de ( à 10(2 près.

4) En justifiant votre réponse, déterminer la limite de f en  + ( .


III) Soit f la fonction définie sur (({1} par: 
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Soit (Cf ) la représentation graphique de f dans un repère orthogonal 

.



1) Déterminer les limites de f en + ( et en 1. Donner sans justification la limite de f en ( ( .

2) Montrer que la droite (D) d’équation y = x + 5 est asymptote à (Cf ).


3) Démontrer que, pour tout x((({1}, on a: 
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. Le calcul devra être détaillé.
En déduire le signe de f '(x) selon les valeurs de x. Conclure par le tableau des variations de f.

4) En utilisant le tableau des variations de f, donner sans justification, selon les valeurs du réel m, le nombre de solutions de l’équation f(x) = m.

IV)


1) Calculer la somme des nombres entiers impairs de 1 à 999, c'est à dire : 
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2) Donner une expression simplifiée de la somme des puissances de 2: 1 + 2 + 4 + 8 + …… + 2n(1 + 2n .

V) 


1) (Un) est une suite arithmétique telle que: U10 = (27 et U20 = (57.


Déterminer son premier terme U0 et sa raison r.


En déduire l'expression de Un en fonction de n((.

2) Soit (Vn) la suite définie sur ( par: 
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 où Un est la suite définie en 1).


Démontrer que, pour tout n((, 
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Vérifier que (Vn) est une suite géométrique et donner son premier terme V0 et sa raison q.

Complément du I) non donné:

On note (Dm) une droite quelconque de coefficient directeur m, passant par I.


a) Montrer que (Dm) a pour équation: y = mx + m + 3 .


b) Déterminer, selon  les valeurs de m, les abscisses des points d'intersection de (Dm) avec (Cf). Pour résoudre cette question, on remarquera que l'équation obtenue admet une solution graphiquement évidente


c) Que pouvez-vous dire de (D((3)) ? Justifiez votre réponse
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