TS3   Devoir de contrôle n° 4

Mercredi 12 Décembre 2001

Le but du problème est d'étudier les variations de la fonction f définie sur ] 0 ; 1 [ ( ] 1 ; + ( [ par : 
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. Le signe de la dérivée de cette fonction n'étant pas évident, on sera amené à étudier deux autres fonctions h et g pour le déterminer.

I) Soit h la fonction définie sur ] o ; + ( [ par: h(x) = 3x2 ( 4x + 1 ( ln x .

1) Etudier les variations de la fonction h sur ] o ; + ( [ . Les limites aux bornes ne sont pas demandées.

2) Démontrer que:
Sur l'intervalle
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, l'équation h(x) = 0 possède une solution unique a( [ 0,7 ; 0,8 ].
Sur l'intervalle
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, l'équation h(x) = 0 a pour solution unique un nombre entier naturel à préciser.

3) Déduire des questions précédentes le signe de h(x) sur ] o ; + ( [ .

II) Soit g la fonction définie sur ] o ; + ( [ par: g(x) = x3 ( 2x2 + 2x ( 1 ( x ln x .

1) En vérifiant que g ' (x) = h(x) , donner le tableau des variations de la fonction g sur ] o ; + ( [ . Les limites aux bornes ne sont pas demandées.

2) En utilisant les variations de g , montrer que, pour tout x([ a ; + ( [, on a g(x) ( 0 .

3) Prouver que sur ] 0 , a ] , l'équation g(x) = 0 possède une solution unique b([ 0,5 ; 0,6 ].

4) Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur ] o ; + ( [ .

5) 
a) Montrer que: 0,58 < b < 0,59.


b) Montrer que b vérifie l'égalité: ln b = b2 ( 2b + 2 (
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III) Soit f la fonction définie sur ] 0 ; 1 [ ( ] 1 ; + ( [ par : 
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 et (C) sa représentation graphique dans un repère orthogonal 

.

1) Déterminer les limites de f en 0 , 1 et + ( . Pour la limite en + ( , on peut écrire: 
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. En déduire une asymptote pour la courbe (C).

2) Montrer que, pour tout x(] 0 ; 1 [ ( ] 1 ; + ( [ , on a: 
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3) 
a) En déduire le tableau des variations de f sur ] 0 ; 1 [ ( ] 1 ; + ( [ .


b) Montrer que f a pour minimum: f(b) = 2b ( 1 +
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c) En utilisant l'encadrement du II) 5) a) , en déduire que: 1,85 < f(b) < 1,91.

4) Montrer que la droite (D) d'équation y = x est asymptote à (C) en + ( .

5) Réaliser le tracé de (C) et (D) dans le repère orthogonal 

.(Unités graphiques: 4 cm en abscisses et 2 cm en ordonnées). Le tracé de (C) sera particulièrement précis au voisinage de x = 1, ainsi que pour la tangente à la courbe (C) au point d'abscisse b.
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