TS3  Devoir à la maison n° 3

Pour le Lundi 5 Novembre 2001.

Problème n° 1


Ce problème vous propose d’étudier quelques cas particuliers de suites définies sur ( par:








où a(( et b((({(1}.

A chacune de ces suites (un ), on associe la fonction f définie pour x ( (b par: 



I) Etude des suites constantes:


Montrer que (un ) est une suite constante si et seulement si a = b .


II) Etude du cas particulier où a = (1 et b = 3: On a donc ici : 



1) 
a) Etudier les variations de la fonction f définie sur [(1;1] par: 

.


b) Dans un repère orthonormal 

, (Unités graphiques: 5 cm ), tracer la représentation graphique C de f et la droite D d’équation y = x.


c) A l’aide de C et D, montrez comment vous construisez graphiquement les termes u0 , u1 , u2 , u3 et u4  de la suite (un ).


2) Prouver que, pour tout n((: (1 < un ( 1. En déduire que la suite (un ) existe bien pour tout n((.


3) Pour tout n((, on pose: 

. Pourquoi la suite (wn ) est-elle définie sur ( ?


Montrer que la suite (wn ) est arithmétique.


4) Pour tout n((, exprimer wn en fonction de n. En déduire que, pour tout n((: 

 .


5) Montrer que la suite (un ) est convergente. Quelle est sa limite ?

III) Etude du cas particulier où a = (6 et b = (4: (un ) est définie sur ( par: 

.

1) 
a) Etudier les variations de la fonction f définie sur [ 1 ; 2 ] par: 
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b) Dans un repère orthonormal 

, (Unités graphiques: 5 cm ), tracer la représentation graphique C de f et la droite D d’équation y = x.


c) A l’aide de C et D, montrez comment vous construisez graphiquement les termes u0 , u1 , u2 , u3 et u4  de la suite (un ).


2) Prouver que, pour tout n((: 1 ( un < 2. En déduire que la suite (un ) existe bien pour tout n((.


3) Pour tout n((, on pose: 

. Pourquoi la suite (wn ) est-elle définie sur ( ?


Montrer que la suite (wn ) est géométrique.


4) Pour tout n((, exprimer wn en fonction de n. En déduire que, pour tout n((: 

 .


5) Montrer que la suite (un ) converge vers un nombre à déterminer.

Problème n° 2

Le but de ce problème est d’étudier la limite de la suite (un ) définie sur (* par:









1) Soit (vn ), la suite définie sur (* par: 

.


Démontrer que (vn ) converge vers 

.


2) Soient les trois fonctions f, g et h définies sur (+ par: 


f(x) = x ( sin x

g(x) = 



h(x) = 

.



a) Etudier les variations des trois fonctions f, g et h. Bien que cela ne soit pas utile pour la suite du problème, déterminer les limites des fonctions f, g et h en + (.


b) En déduire que, pour tout x((+, on a: f(x) ( 0 , g(x ) ( 0  et  h(x) ( 0.


3) En utilisant le signe de f(x) sur (+, démontrer que, pour tout n((* , on a: un ( vn .


4) 


a) Démontrer que, pour tout n((* , on a: 13 + 23 + 33 + ......+ n3 ( n4 .


b) En déduire que, pour tout n((* , on a:

.


5) En utilisant le signe de h(x) sur (+ et l’inégalité du 4)b), en déduire que, pour tout n((* , on a:







.

6) Conclure que la suite (un ) est convergente. Quelle est sa limite?
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