TS3  Devoir à la maison n° 2

Pour le Mercredi 10 Octobre 2001.

I) Flocons de neige de Von Koch:
 Pour tout n((, on définit la suite des polygones (Fn ) de la façon suivante:


Au rang n = 0, le polygone F0 est constitué d’un triangle équilatéral. Son côté est de longueur 1.

Au rang n = 1, pour construire le polygone F1 , on divise chaque côté du triangle en trois parties éga​les. On construit un triangle équilatéral sur la partie centrale de chaque côté, puis on efface le segment commun à F0 et F1 .

On répète cette opération pour obtenir F2 , F3 , ...., Fn . Les dessins fournis sur la feuille annexe traitent les cas n = 0, n = 1, n = 2, n = 3.

La courbe obtenue comme limite des polygones (Fn ) lorsque n tend vers + ( est appelée « flocon de neige de Von Koch ». Elle appartient à la catégorie des courbes fractales ( voir dictionnaire).


A la suite (Fn ) des polygones ainsi définis, on associe les suites numériques (Cn ), (Ln ), (Pn ).et (An ):


Cn : Nombre de côtés du polygone Fn .


Ln : Longueur d’un côté du polygone Fn .


Pn : Périmètre de Fn .


An : Aire de Fn .



1) Calculer C0 , L0 , P0 et A0 , puis C1 , L1 , P1 et A1  .

2) 


a) Pour tout n((, exprimer Cn+1 en fonction de Cn . En déduire Cn en fonction de n.


b) Pour tout n((, exprimer Ln+1 en fonction de Ln . En déduire Ln en fonction de n.


c) Pour tout n((, exprimer Pn+1 en fonction de Pn . En déduire Pn en fonction de n.


3) Déterminer les limites des suites (Cn ), (Ln ) et (Pn ).


4) Expliquer pourquoi, pour tout n((, on a: 

.

5) Montrer que, pour tout n((, on a: 

.

6) Montrer que la suite (An ) converge vers un nombre à déterminer.

II) Etude des suites « arithmético-géométriques » définies sur ( par:





        où u0(( , a(( et b((.



Soit f la fonction affine définie sur ( par : f(x) = ax + b  où a((* .



1) Démontrer que, si a ( 1, la fonction f admet un point fixe unique (((, c’est à dire qu’il existe ((( unique tel que : f(() = (.


2) Pour tout n((, on définit la suite (vn ) par: vn = un ( (. Démontrer que (vn ) est une suite géométri​que.

3) En déduire que, pour tout n((, on a: 

.


4) Redémontrer directement la formule ci-dessus en utilisant un raisonnement par récurrence.


5)


a) Montrer que, si 0 < a < 1 , alors, la suite (un ) est convergente. Quelle est sa limite ?


b) Montrer comment ceci aurait pu être graphiquement prévisible.


    Vous pouvez illustrer votre propos par quelques exemples graphiques.


Annexe au problème du I): Dessins des flocons de neige de Von Koch:








Cas où n = 0





Cas où n = 1









Cas où n = 2





Cas où n = 3
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