TS3   Devoir de contrôle n° 4

Vendredi 13 Décembre 2002

On considère la fonction f définie sur l'intervalle [ 0 ; + ( [ par: 
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 si x > 0  et  f(0) = 0 .
On note C la courbe représentative de f dans un repère orthonormal 

 ; unités graphiques: 5 cm.

Partie A: Etude d'une fonction auxiliaire.

Soit la fonction g définie sur l'intervalle ] 0 ; + ( [ par: 
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1)
a) Démontrer que, pour tout x(] 0 ; + ( [ , 
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b) Etudier le signe de g '(x) selon les valeurs de x.
2)
a) Déterminer la limite de g en + (.


b) Déterminer la limite de g en 0.

3) Dresser le tableau des variations de g.

4)
a) Montrer qu'il existe un unique réel ( > 0 tel que g(() = 0.


b) Vérifier que: 0,50 < ( < 0,51.


c) Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur l'intervalle ] 0 ; + ( [ .

Partie B: Etude de la fonction f.

1) 
a) Prouver que, pour tout x(] 0 ; + ( [ , on a: f '(x) = g(x).


b) En déduire le sens de variation de f sur ] 0 ; + ( [ .

2)
a) Calculer la limite de a(x) = xf(x) quant x tend vers + (  ( On pensera à utiliser: 
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b) En déduire que f(x) tend vers 0 quand x tend vers + (.

3)
a) Montrer que, pour tout x(] 0 ; + ( [, 
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b) En déduire la limite de f en 0.


c) Dire pourquoi la fonction f est continue en 0.

4)
a) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Expliquer.


b) Préciser la tangente à la courbe C en O.

5)
a) Réaliser le tableau des variations de f sur [ 0 ; + ( [ .


b) Tracer la courbe C dans le repère 

.

6)
a) Expliquer pourquoi, à partir de l'encadrement de (: 0,50 < ( < 0,51 , les variations de la fonction f permettent seulement d'affirmer que f(() est supérieur au plus grand des deux nombres réels: f(0,5) et f(0,51).


b) Montrer que: 
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c) Démontrer que la fonction h définie par: 
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 est strictement croissante sur [ 0 ; 1 ] .


d) Montrer que les résultats précédents permettent de déduire simplement de l'encadrement de (:

 0,50 < ( < 0,51, l'encadrement de f((): 0,80 < f(() < 0,81.

7) 
a) Démontrer que l'équation f(x) = 
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 possède exactement deux solutions ( et ( appartenant à l'intervalle [ 0 ; + ( [.


b) A quel intervalle doit appartenir le réel m pour que l'équation f(x) = m possède exactement deux solutions ( et ( appartenant à l'intervalle [ 0 ; + ( [. Justifiez votre réponses.
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