TSsi   Devoir de contrôle n° 5

Mercredi 21 Janvier 2004

Soit f la fonction définie sur ( par f(x) = e( x sin x .

1) Étude du signe et des limites de f.

a) Résoudre dans ( l'équation f(x) = 0 , puis l'inéquation f(x) > 0 .

b) Que pouvez-vous dire de la limite de f en ( ( ? Expliquer .

c) Montrer que, pour tout x(( , on a : (e( x ( f(x) ( e( x . En déduire la limite de f en + ( .

2) Étude des variations de f.

a) Calculer f ((x) et montrer que, pour tout x((, f ((x) =
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b) Résoudre dans ( , l'inéquation: 
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 ( 0 . En déduire le signe de f ((x) sur (.


c) En déduire le tableau des variations de f sur l'intervalle I = [ 0 ; 2( ] .


d) On note (C) la représentation graphique de f dans un repère orthogonal 
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 (unités graphiques : 2 cm en abscisses et 20 cm en ordonnées ). Tracer (C) pour x(I .

3) Étude des maxima et minima de f sur (.


On définit sur ( les suites: an = 
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 + 2n( , bn = 
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 + 2n( , un = f(an ) et vn = f(bn ) .


a) Expliquer pourquoi (an ) est la suite des abscisses des maximums relatifs un = f(an ) de f sur (+ et (bn ) est la suite des abscisses des minimums relatifs vn = f(bn ) de f sur (+.

b) Vérifier que (an ) et (bn ) sont deux suites arithmétiques dont on précisera le premier terme et la raison.


c) Vérifier que (un ) et (vn ) sont deux suites géométriques de raison e( 2( .


d) Démontrer que la suite (un ) est strictement décroissante et que la suite (vn ) est stricte​ment croissante.


e) Déterminer la limite des suites (un ) et (vn ) . Comparer avec la limite de f en + ( .

4) Étude d'une équation différentielle du premier ordre dont f est solution.


On note (E) l'équation différentielle: y ( + y = e( x cos x .

a) Vérifier que la fonction f est solution de l'équation (E) .


b) On note (E1) l'équation différentielle: y ( + y = 0 . Donner la forme générale de toutes les solutions de cette équation (E1) .


c) Démontrer que l'on a l'équivalence:




" h est solution de (E) "  si et seulement si  " h ( f est solution de (E1) " .


d) En déduire toutes les solutions de l'équation (E) .
5) Étude des dérivées successives de f.

On note: f ( = f (1) , f (( = f (2) , f ((( = f (3) et f (((( = f (4) , les dérivées successives de la fonc​tion f sur ( .


a) Calculer f (((x) , f (3) (x) et f (4) (x) .

b) Montrer que f est solution de l'équation différentielle: y (4) + 4y = 0.


c) En déduire que la fonction F définie sur ( par: F(x) = (
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 f (3) (x) est une primitive de f sur ( .
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